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此 书 是 作者 在 中 国 科学 技术 大 学 数学 系 和 计算 机 科学 技术 系 
多 年 主讲 研究 生 和 本 科 高 年 级 离散 数学 课程 的 教学 笔记 整理 编撰 
成 册 的 。 出 书 的 和 目的 ,一 是 为 研究 生 教 学 提供 一 部 可 读 性 和 可 教 
性 者 比较 强 的 好 用 的 教材 ,希望 在 严谨 性 ,算法 分 析 , 实 用 与 现代 
化 请 方面 与 已 发 行 的 同类 著作 相 比 有 些 增 广 和 新 意 ; 二 是 为 从 事 
高 散 数学 研究 和 计算 机 科技 工作 的 同志 提供 一 部 参考 书 。 

计算 机 科学 的 掘 起 ,正在 从 根本 上 改造 着 人 类 生产 活动 和 智 
能 活动 的 面 鲍 。 计 算 机 是 一 种 解决 离散 系统 中 的 事理 与 计量 的 最 
强大 的 武器 ,被 称 为 “计算 机 数学 "的 离散 数学 恰 为 计算 机 科学 技 
术 的 基础 。 从 数学 科学 的 立场 来 讲 ,我 们 的 许多 基础 数学 分 支 ,车 
于 和 笔 号 证 明 的 数学 活动 已 经 陷入 “推理 不 变 集 ” ,很 难 做 出 重大 
突破 ,有 不 少数 学 家 (例如 中 国 的 匡 文俊 , 张 景 中 、 杨 路 等 ) 已 经 开 
动 计算 机 来 搞 数 学 证 明 , 目 前 发 展 到 了 “可 读 ( 可 视 ) 证 明 ” 的 新 阶 
投 。 我 们 一 直 坚 信 微 积分 及 其 衍生 的 后 代 学 科 ( 例 如 微分 方程 ) 是 
人 类 科学 思维 和 科学 实践 的 最 伟大 的 成 就 之 一 ,从 20 世纪 80 年 
代 起 ,离散 数学 越 来 越 受到 宠爱 ,有 人 戏称 , 微 积 分 在 科学 中 的 皇 
位 有 朝 一 日 会 让 给 离散 数学 的 。 从 应 用 的 角度 看 ,很 多 重大 实用 
项 目 ( 便 如 信息 技术 ,战争 .经 济 等 等 ) 的 理论 模型 正 是 离散 数学 模 
型 ,通过 离散 数学 的 理论 推导 、 算 法 设计 与 分 析 .编程 与 软件 制作 ， 
上 机 付 浅 实 现 。 离 散 数学 是 一 种 高 技术 。 

离散 数学 是 数学 领域 当中 数学 思想 最 为 活泼 、 最 为 深刻 和 充 
满 并 盾 的 地 方 ,对 数学 基础 的 葛 定 与 项 固 ,离散 数学 有 着 不 可 替代 
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的 必用 .同时 它 富 含 的 文化 色彩 和 人 文 哲 理 则 是 人 类 现代 文明 的 
重要 成 分 。 离 散 数 学 是 一 种 高 文化 。 

可 数 集合 里 发 生 的 事 的 数学 方面 都 是 离散 数学 的 研究 对 得 ， 
加 于 作者 的 见识 和 本 书 的 定位 ,我 们 只 选 了 六 篇 基础 性 的 内 容 。 

第 一 篇 细 讲 了 图 论 。 背 景 是 目前 我 国 在 本 科 生 中 开设 图 论 课 
的 大 学 尚 不 多 ,但 是 网 络 与 信息 产业 的 兴起 ,又 要 求 遍 层 次 的 科技 
人 人 才 上 必须 多 学 点 图 论 ( 亦 称 网 络 数学 }:。 把 它 放 在 首 篇 , 则 是 由 于 
它 援引 其 它 知 识 极 少 , 舰 似 平 易 近 人 ,而 县 论证 的 按 巧 和 结论 生动 
活 小 ,足以 诱发 读者 学 习 离 散 数 学 的 兴趣 。 它 的 基本 理论 则 是 代 
数 系统 与 算法 分 析 理 论 中 某 些 主要 内 容 的 预备 知识 。 

第 二 篇 安排 的 是 与 图 论 近 缘 的 组 合 间 题 。 和 留 论 的 遭遇 相 
似 , 至 今 在 大 学 里 开设 组 合 论 者 也 不 太 多 ,所 专 本 书 对 组 台 讲 得 比 
较 细 。 

数学 家 并 不 都 是 聪明 人 ,但 搞 图 论 与 组 合 ,不 聪明 本 不 行 。 反 
过 来 ,通过 图 论 与 组 合 的 学 习 , 倒 可 以 使 得 原本 不 太 录 活 者 机 拆 起 
来 ,使 人 获得 非 平 凡 的 智慧 ,并 为 解决 离散 数学 的 问题 学 会 不 少 弧 
招 。 

第 三 篇 是 思想 深刻 ,内容 抽象 的 近世 代数 的 苔 些 内 容 。 由 于 
数学 与 应 用 数学 专业 的 本 科 生 已 系统 地 学 过 近世 代数 ,本 书 只 对 
其 主要 梳 念 进行 简要 地 复习 ,但 对 置换 群 与 Pelya 计数 理论 , 则 进 
行 了 详细 讲述 。 

第 四 篇 讨论 离散 数学 中 的 空间 ,矩阵 和 拟 阵 。 它 们 是 定量 地 
解决 离散 数学 间 题 的 工具 箱 , 使 离散 数学 算术 化 ,克服 离散 数学 当 
中 定性 有 余 定 量 不 是 的 缺点 。 同 时 用 和 邱 阵 的 观点 解决 区 组 设计 和 
正 资 设计 当中 的 理论 问题 与 实用 问题 。 

第 五 篇 讲 了 不 确定 Turing 机 和 计算 复杂 度 理论 。 这 是 离散 
多 学 与 计算 机 村 学 的 核心 问题 .要 害 问 题 。 

第 六 篇 讲述 数理 导 辑 。 量 时 量力 ,只 对 命题 最 辑 与 谓词 逻辑 
的 基本 概念 与 规则 进行 了 人 门 介绍 ,要 点 是 讲 推理 的 逻辑 过 程 。 
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本 书证 明 与 解答 的 细节 号 得 不 可 户 不 风 , 使 用 此 书 做 教材 的 
老师 们 ,可 只 拒 要 紧 的 内 容 讲 授 , 即 只 须 讲 清楚 思想 .思路 .关键 技 
术 和 非 一 次 性 的 证 明 方法 ,其 余 细 节令 同学 评 后 阅读 ,如 此 可 以 用 
80 学 时 完成 教学 ,又 可 稚 炬 学 生 的 独立 思考 能 力 。 对 于 追求 现代 
科学 技术 和 现代 理性 的 青年 间 志 ,为 看 多 学 离散 数学 。 

本 书 是 中 国 科学 技术 大 学 研究 生 院 资助 项 上 且 , 作 者 对 中 科大 
研究 生 院 和 中 科大 数学 系 给 对 本 书 出 版 的 支持 深 表 感谢 ;还 应 感 
谢 我 的 学 长 陶 懋 硕 教 授 , 陶 先生 生前 与 作者 有 驳 秆 的 离散 数学 方 
面 的 合作 研究 ,本 书 的 拟 阵 和 图 的 群 等 内 容 就 是 参考 我 们 哈日 的 
合作 工 . 作 写 出 的 ;感谢 科大 了 昕 我 讲课 的 历届 青年 朋友 们 ,正巧 他 们 
的 热烈 选 收 和 机 智 提问 ,促使 我 深入 思考 了 许多 有 趣 的 问题 ,从 而 
让 富 了 本 书 的 内 容 ;还 应 感谢 我 妻 苏 仲 华 , 正 因为 她 业余 时 间 承 担 
全 部 家 务 ,保障 了 写作 时 间 的 足够 投入 。 人 很 若 没 有 这 些 志同道合 
者 的 援助 , 仅 赁 我 个 人 的 绵薄 之 力 , 本 书 怕 是 不 能 癌 世 的 。 

教材 建设 当然 是 为 我 国教 育 事业 出 力 的 善事 , 怎 奈 本 书 作 者 
管 钝 才 朴 ,奉献 的 这 部 指 作 ,想必 匀 误 不 少 , 盼 请 各 位 同仁 批评 


王 衬 禾 
2001 年 6 月 于 中 科大 
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第 一 篇 ”图 及 其 算法 


1.1 什么 是 图 论 


图 论 是 离散 数学 的 重要 分 支 ,图 是 指 一 个 离散 集 Y 与 其 革 些 
两 元 素 于 和 集 的 集合 构 作 的 一 种 数学 结构 , 它 的 数学 形象 是 ,在 纸 上 
画 几 个 ( 巴 ) 点 ,再 把 其 中 一 些 点 对 用 曲线 段 或 直线 段 连接 起 来 ,如 
此 形成 的 一 维 网 络 , 其 中 点 的 位 辕 与 连 线 的 曲直 长 短 可 以 任意 ， 
显示 的 是 点 与 点 之 加 的 二 元 关系 . 

图 论 是 在 民间 游戏 当中 孕育 和 诞生 的 , 创 生 于 1736 年 , 欧 拉 
是 图 论 之 父 . 甚 后 的 两 百年 间 , 这 一 学 科 的 发 展 颇 为 迟缓 ,因为 当 
时 科学 技术 较为 落后 ,对 图 论 应 用 的 要 求 甚 寡 , 到 1936 年 ,匈牙利 
着 名 数学 家 寇 尼 希 (Kanig) 发 表 和 名 著 《 有 限 图 与 无 限 图 理论 》 和 
1930 年 波兰 数学 家 库 拉 托 夫 斯 基 (Kuratowsky) 证 明了 平面 图 ( 即 
可 以 画 在 乎 面 卫 , 任 两 条 连 线 不 交叉 的 图 ) 的 充分 必要 条 件 之 后 ， 
图 论 狐 如 拨 腕 了 的 一 恤 明 灯 , 在 半 个 多 世纪 里 ,得 到 了 长 足 的 进 
展 , 因 其 在 现代 数学 .计算 机 科学 .工程 技术 ,. 优 此 管理 等 领域 和 人 
类 生 产 与 社 药 活动 中 有 大 用 而 独树一帜 ,在 数学 营 鱼 中 异军突起 ， 
急剧 发 展 .事实 上 ,当今 科学 技术 正在 而 临 着 新 的 突破 ,特别 是 计算 
宙 村 学 技术 与 网 终 化 的 崛起 ,要 求 每 个 数学 家 和 科学 家 必须 接受 足 
够 深信 的 图 论 教育 ,以 便 有 能 力 去 解决 大 量 的 网 络 优 化 和 信息 化 社 
会 当中 离散 事物 的 结构 与 关系 问题 .这 正 是 图 论 日 益 受 宕 的 背景 . 

下 面 用 者 干 具 体 的 图 论 问题 显示 图 论 的 风 艇 . 
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1] ， eM 堡 (Kinigsberg) 七 桥 问 题 
欧洲 普 瑞 格 乐 河流 过 上 古城 竣 尼 
捧 堡 市 ,河中 有 岛 两 座 , 筑 七 座 桥 ,如 
exe > - 图 1.1. 和 节假日 市 民 们 老 幼 相 携 扶 , 上 
岛 游览 秦 步 ,不 若 何 日 何人 提出 如 下 
问题 ;你 能 过 每 桥 恰 -次 居 返 回 出 发 
图 1. 点 吗 ? 反复 的 奔走 实验 和 总 是 不 能 
成 功 , 使 人 作 不 车 所 以 然 地 否定 了 成 功 的 可 能 .1736 年 ,年 方 29 
购 的 瑞士 昔 肿 数学 家 敬 拉 就 此 发 表 图 论 的 首 骗 论文, 严格 证 明了 
七 梳 问 题 无 解 .1736 年 亲 被 公认 为 图 论 元 年 ， 
2. 哈密 顿 (Hamilton) 周游 世界 和 货 骂 问题 (Traveling sales- 
man problem} 对 计算 机 科学 的 挑战 
1857 年 ,英国 数学 家 哈密 顿 发 明了 一 种 游戏 :在 正 十 二 面体 
的 20 个 质点 上 分 别 标 志 上 北京 .东京 .柏林 .巴黎 .纽约 、 旧 金 而 、 
莫斯科 . 伦 瘟 .罗马 .里 约 热 内 卢 .布拉格 .新 西 们 利 亚 .墨尔本 、 耶 
路 微 冷 .爱丁堡 都 柏林 .布达佩斯 , 安 亚 伯 、 阿 姆 斯 特 丹 、 华 沙 等 
20 个 塘 布 全 球 的 大 都 市 ,要 求 从 菜 城 出 发 , 沿 正 十 二 面体 的 楼 行 
进 ,每 城 怡 过 一 次 ,再 返回 出 发 地 .这 个 游戏 明 可 以 成 功 的 ,内 氏 当 
年 以 25 校 金币 的 高 价 把 此 项 专利 出 上 售 给 了 一 位 玩具 商 . 
哈密 顿 周游 扩 界 的 游戏 貌似 欧 拉 解决 的 七 桥 问 题 ,两 者 都 要 
求 帝 历 , 但 七 村 问题 一 次 性 行 济 所 有 的 桥 与 喻 窗 顿 的 一 次 性 行 遍 
所 有 的 质点 在 难度 上 一 般 而 言 不 是 同一 个 级 别 的 问题 ,后 者 比 前 
者 困难 得 多 ! 走 遍 " 桥 "的 问题 已 经 彻底 解雇 ,而 一 次 性 行 痪 顶 的 问 
题 却 是 当今 数学 之 中 悬而未决 的 难题 ,本 书 将 把 个 中 难处 讲 清楚 . 
把 哈密 顿 周 游 世 界 的 游戏 推 而 广 之 ,提出 了 一 个 在 理论 上 和 
实用 上 箔 价值 连城 的 所 请 货 邮 问题 . 
一 位 贷 寻 到 各 村 去 实 货 ,再 返 加 出 发 地 ,要 求 每 村 至 少 去 一 
次 ,为 其 设计 一 种 售 货 路 线 , 使 总 耗 时 最 短 . 
如 果 把 村 子 进行 全 排列 (uped 与 dcba 认为 是 一 种 排列 ), 以 
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全 排列 为 序 分 别 求 出 相应 的 总 路 程 ,再 从 总 路 程 中 到 用 最 小 值 对 
应 的 那 条 售 货 路 线 . 由 于 村 子 个 数 有 限 ,所 以 赁 即 问 题 的 最 优 解 是 
存在 的 (未 必 唯 一 ), 而 且 , 如 上 所 云 ,似乎 求 取 有 方 . 可 异 方 X 1 
种 方案 个 数 过 多 ,即使 处 理 一 种 排列 方案 算 做 一 次 运算 ,在 每 秒 百 
亿 次 运算 的 巨型 计算 机 上 ,对 例如 128 个 村 子 ,要 连续 运算 10™ 
个 世纪 以 上 ! 可 见 这 种 恩 公 移 山 式 的 解决 方式 是 绝对 应 该 否定 
的 ,应 当 设 计 有 效 的 算法 ,但 至 今 对 此 仍 元 本质 进展 , 读 完 本 书 之 
后 ,就 会 明白 ,这 类 问题 (代号 为 NPC) 也 许 永 世 不 会 有 效 解决 六 1 

3. 四 和 色 问 题 

1852 年 ,伦敦 的 一 位 叫做 高 轧 利 (Guthrie) 的 大 学 生 提出 如 下 
猜想 : 

任 给 定 的 无 色 地 图 ,把 每 国 版 图 染 上 一 种 颜色 ,使 得 邻 国 寞 
色 , 用 四 种 颜色 足 矣 . 

1879 年 ,英国 数学 家 肯 管 (Kemple) 发 表 了 极为 巧妙 的 论证 ， 
宣称 证 明了 四 色 猜 想 成 立 , 不 幸 寺 年 后 被 指出 错误 ,1890 年 ,和希 伍 
德 (Heawood) 沿 缆 肯 普 的 技巧 证 明了 五 色 定 理 , 即 四 色 猜 想 中 的 4 
改 成 5 确实 成 立 . 1976 年 ,美国 数学 家 阿 个 尔 (Appel) 和 哈 肯 
(Haken) 宣 布 用 计算 机 证 实 了 四 色 猜 想 成 立 , 他 们 用 了 一 百 亿 个 退 
辑 判 断 , 耗 用 1200 多 个 机 时 .但 这 种 不 可 视 的 机 器 证 明 存 在 用 肉 
眼看 不 出 其 真 念 的 缺点 ,至 于 手写 的 证 明 , 怕 是 只 成 功 的 时 日 沿 远 . 

粗 看 四 色 猜 想 ,平易 近 人 到 如 此 程度 , 以致 于 可 以 向 会 路 上 和 
我 们 随机 相遇 的 人 用 不 了 3 分 钟 就 能 讲 清 楚 题 目的 条 件 和 要 求 ， 
婚 使 是 文盲 ,也 可 以 画 出 许多 实 俩 来 验证 四 色 猜 想 对 一 些 特 鲍 可 
以 成 立 ,但 它 的 严格 证 明 , 百 余 年 间 , 不 知 耗 斥 了 多少 精干 数学 家 
的 脑 计 ,内 不 得 其 采 1 

4. 拉 姆 赛 问题 

1928 年 ,英国 数学 家 ,哲学 家 ,经济 学 家 拉 姆 赛 (Ramsey) 在 化 
敦 数学 会 定 读 了 一 篇 数学 奇 文 ,提出 了 所 谓 拉 姆 赛 数 的 计算 与 相 
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大 理论 ,1930 年 他 因 上 腹部 手术 并 发 症 不 举 逝 供 , 亡 年 仅仅 26 岁 ! 
但 他 的 关于 Ramsey 数 的 遗产 却 永 泽 数 学 界 , 数 学 家 们 公认 ,如 果 
要 从 离散 数学 当中 选拔 一 个 最 精美 的 成 就 ,那么 我 们 将 投 拉 姆 赛 
理论 的 昧 .用 图 论 的 方式 表述 的 拉 姆 赛 问 题 如 下 : 
pt Yp;,oEN, 把 一 个 画 上 全 部 对 角 线 的 正 

# 边 形 上 的 育 线 段 ( 以 此 1 个 点 为 两 个 端点 
nz 者) 用 红 与 蓝 两 种 颜色 任意 着 色 , 每 条 线段 一 

种 颜色 ,其 结果 或 者 有 一 个 红色 户 边 形 , 连 同 

其 全 部 对 角 线 皆 红 色 , 或 者 有 一 个 蓝 色 7 边 

形 ,连同 其 全部 对 肖 线 缘 蓝 色 , 问 nw 最 小 是 多 

双 12 ;才能 保证 出 现 上 述 结果 7 

把 土 述 2 的 最 小 值 记 成 rtp,9q). 用 社交 的 话 来 讲 ,r(p,49) 
是 任 给 的 人 群 中 必 有 疡 人 相识 或 有 4 人 彼此 不 相识 的 大群 人 数 
之 最 小 值 .例如 >(3.3)=6. 事实 上 , 设 vj, ,"… ,ws 是 任 取 的 6 
个 人 , 约 乍 两 人 相 织 时 ,在 两 人 之 间 连 一 条 红线 ,否则 ,在 两 人 之 间 
连 一 条 匠 线 ;于 是 与 由 相连 的 和 条 线 中 至 少 有 三 条 同色 ,不 妨 设 
其 为 红色 , 且 不 妨 人 设 这 三 条 红线 的 男 一 端 为 TD Os v4; 若 TI CO 
| 三 人 之 交 有 一 条 红线 , 财 与 I 一 起 开 现 三 名 彼此 相识 者 , 椒 
然 , 脚 二;, v3, v4 之 间 无 红线 , 则 他 们 三 人 彼此 不 相识 , 故 >(3 ,3) 委 
6. 市 SS 个 人 vi 22,03 v4 vs 四 能 出 现 如 图 1 .2 所 示 的 关系 ,其 
上 实 线 代表 红线 ,可 见 这 时 不 再 出 现 3 人 相识 和 3 人 不 相识 的 再 
象 , 故 r(3,3) = 三. 

r(p,9) 称 为 拉 姆 赛 数 ,经 过 几 代 人 的 罕 斗 ,加 上 计算 机 的 帮 
忙 , 运 今 只 求 得 9 不 非 平凡 的 Ramsey 数 ，; 

rt3,3)=6,7(3,4}=9,r(3,5)=14, 

r(3,6)=18,7r{(3,7})=23,7r{3,8)=28, 

r{3,9)=36,7r(4,4)= 18,7(4,5)=25. 

著名 匈牙利 数学 家 朱 条 多 斯 (Erqss) 曾 用 下 而 的 话 比 喻 计算 
Ramsey 数 的 艰巨 性 : 某 年 某 月 革 晶 ,一 伙 外 星 强 盗 人 盆地 球 , 威 肋 
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道 , 若 不 能 在 一 年 内 求 出 r(5,5) ,他 们 便 灭 绝 人 类 ! 面 对 如 此 生 
死 关头 ,人 类 应 当 召 集 全 球 所 有 的 数学 家 和 计算 机 专家 ,夜以继日 
地 来 计算 rt5,5), 以 求人 类 绝 于 天 顶 之 灾 ; 如 果 外 星人 威胁 说 要 
求 得 r(6,6) , 那 我 们 已 别 无 选 拼 ,只 能 同 优 敌 传 , 对 这 批 人 侵 者 进 
行 先发制人 的 打击 . 1993 年 , 美国 罗 彻 斯 特 理工 学 院 的 S.P. 
Radziszowski 和 奥 大 利 亚 国 立 大 学 的 B.D. Mekay 用 计算 机 求 得 
r(4,5)==25, 相 当 一 台 标 准 电脑 1! 年 的 工作 量 , 是 1928 年 以 来 
Ramsey 数 研 究 当 中 最 不 平凡 的 成 果 .我 们 似 不 应 再 有 用 笔 和 纸 来 
计算 >($,5) 的 套 望 , 

5. 伯 努 利 {Bernoulli} 一 欧 拉 错 放 信 签 问题 

某 人 给 6 位 朋友 每 人 写 了 一 封 信 , 且 准 备 了 6 个 写 有 收 信 和 人 
地 址 姓名 的 信封 , 间 有 多 少 种 装 入 信物 的 可 能 ,使 得 每 份 信 筠 与 信 
封 几 不 相符 ”把 6 改 成 nn 如 何 ? 

6. 媒 怪 问题 

图 1.3 和 1.4 中 的 图 称 为 妖怪 (Snark graph) ,在 这 里 妖怪 已 
非 社 会 用 语 , 而 是 图 论 中 的 专业 和 名词 ,妖怪 是 这 样 一 类 图 :(1) 每 个 
顶点 处 关联 着 三 条 边 ;)2) 删 去 二 条 边 不 会 破裂 成 两 个 有 边 图 ;(3) 
最 短 圈 的 长 ( 围 长 ) 不 小 于 5;(4) 最 少 用 4 种 颜色 把 它 的 边 厦 人 色 ， 
使 有 公共 硕 后 的 进 异 色 . 

请 骨 夯 出 一 -个 妖怪 来 ! 


图 1.3 


7. 中 国 邮 路 问题 1Chinese pastman problem) 

1962 年 ,中 国 数学 家 管 梅 谷 提出 如 下 的 著名 于 记 的 中 国 邮 路 
问题 ， 

一 位 邮递 员 从 册 局 选 好 邮件 去 投递 ,然后 返回 邮局 . 当然 他 必 
须 经 过 他 所 管辖 的 每 条 街道 至 少 一 次 ,请 为 他 设计 一 种 投递 路 线 ， 
使 其 耗 时 最 少 . 

8. 追捕 逃犯 问题 

1987 年 ,于 树 儿 提出 如 下 追捕 问题 ; 

逃犯 若干 ,在 公路 网 上 流 帘 ,应 至 少 派 几 和 名 刑警 ,才能 保证 把 
这 些 罪犯 捉拿 归案 ? 

颖 .迷宫 问题 

希腊 神话 上 有 一 故事 : 食 人 人 面 妖 精米 诸 托 担心 被 他 残害 的 
先 魂 癌 他 讨 还 血 债 ,修筑 了 一 座 其 结构 不 为 外 人 所 知 的 类 写 , 布 腑 
英雄 起 修 斯 立志 为 民 除 害 , 欲 沿 每 条 走廊 右 侧 通 行 ,搜索 且 杀 掉 妖 
怪 及 其 帮凶 ,再 由 人 口 退 出 .请 为 起 收 斯 设计 一 种 搜索 方法 . {注意 
迷 育 结构 是 未 知 的 1) 

10. 3x+ 1 问题 

1950 年 ,卡拉 兹 {collatz) 在 麻 萨 诸 赛 坎 布 里 育 市 世界 数学 家 
大 会 上 提出 如 下 的 “3r +1" 猜想 :对 任 取 的 自然 数 rp， 


晤 ro0=0( mod? yi; 
1 一 


320 十 了 


5 ry=1(mod2), 


>， ,=0(mod2); 
Tit n= ,2 


er x, =1{mod?) 

则 和 存在 2 一， 

厄 尔 多 斯 指出 ; “数学 还 没有 发 展 到 解决 这 个 问题 的 水 平 .” 

图 论 中 如 上 述 十 个 问题 那样 ,在 理论 上 .应 用 上 和 算法 的 复杂 


性 上 十 分 有 趣 的 问题 非常 之 多 . 它 最 吸引 人 的 地 方 是 蕴含 了 丰富 
不 俗 的 新 思想 \ 瀑 亮 的 图 形 和 巧妙 的 证 明 , 问 题 的 外 表 简单 朴 素 ， 
本 质 上 却 十 分 刁难 复杂 ,使 得 我 们 在 图 论 面前 必须 谨慎 严肃 地 思 
考 问 题 . 

图 论 的 分 文 很 多 ,例如 图 论 .算法 图 论 . 极 值 图 论 .网 络 图 论 、 
懂 糊 图 论 ,代数 图 论 、 随 机 图 论 和 超 图 论 等 ,我 们 只 讨论 图 论 与 算 
法 图 论 . 


1.2 图 的 定义 


定义 1 有 序 二 重组 G=(V(G),E(G) ,Wi;) 称 为 一 个 有 问 
图 (Graph) ,其 中 ， 

VCO) 关 人 @, 称 为 项 集 , Y4G) 的 元 素 叫 做 图 G 的 顶点 . 

E(G) 称 为 边 集 ,其 元 索 叫 做 GG 的 边 (E(G)N VG)= 0@). 

(CG) VOG)X V(G} 叫 敌 美 联 函 数 . 口 

本 书记 | VG)| ==v,|ECG)|=8, 当 vte 所 +0 时 , 称 G 为 
有 限 图 ,本 书 只 讨论 有 限 图 . 

例如 图 1.5 中 ， 

V(G)= | ol V2 Ya}, 

FlG)= (el,e2, 23) 9 

Wake 上 二 vv pole) = vi, Pel ea) = Yav3. 

如 果 把 图 中 的 第 头 擦 掉 , 即 映 
射 & 中 的 项 对 wv EV(G}XV 
{如 ) 视 为 nv 二 wa 时,; 则 GG 称 为 
无 癌 图 ,本 书 把 无 问 图 简称 图 . 

定 关 2 厂 V(G)=XXUY, 
其 中 XY= 人 ,有 是 XX 中 和 任 二 顶 
不 相 邻 ,Y 中 尾 二 顶 不 相 邻 ,出 称 


G 是 二 分 图 ; 若 X 中 每 顶 组 与 Y 中 一 切 顶 相 邻 , 则 称 G 为 完全 二 
分 图 , 沁 之 为 KK, ,其 中 m= |X|,n=|Y|. 

所 谓 两 项 w,w 相 郭 是 指 迪 :ely= ww, 上 或 稳 写 成 e = uv, 即 边 
e 的 两 个 端点 称 为 相 刍 的 项 .站 

定 关 3 上 G 与 日 是 两 个 图 ,存在 映射 

dg: VIG VIH), op:E(G})>E(H), 

0 与 8 和 芭 可 道上 映射 , 当 且 仅 当 ye:(e)= uv 时 ,yp(w(te)) = 0(u)6 
(za), 则 称 G 与 五 同 构 , 记 成 G 旦 H.[ 

例如 图 1.6 中 的 两 图 5G 与 日 有 同 构 关系 :GG 之 HK3;. 


| 3 了 3 


| .6 

定 半 4 由 ;(e)= wa 时 , 称 顶 与 边 e 相关 联 ( 顶 mm 与 e 相关 
诺 ) ,gCe)= ww 时 e 叫做 环 ,a(v) = di(v)+27(v) 称 为 顶 w 的 
次 数 (degree) ,其 中 dj(vw) 是 与 项 习 关联 的 非 环 边 的 条 数 ,i(w) 是 
与 v 关联 的 环 数 .[] 

如 无 声明 ,本 书 的 图 指 无 环 的 上 所谓 单 图 . 

由 于 每 条 边 有 两 个 端点 ,环视 为 两 端点 重合 , 故 有 以 下 定理 . 

定理 1 (Euler,1736) >， d (vw)=2e. 


rE VIG) 
推论 1 奇 次 项 的 总 数 是 侦 数 . 
定 埋 1 与 推论 1 的 证 明 不 足 道 ,但 它们 很 有 用 . 例如 由 推论 1 
知 , 担 过 奇 次 手 的 人 数 是 偶数 , 碳 氢 化 合 物 中 的 氢 原 子 个 数 是 偶数 ， 
例 1 存在 这 种 多 面体 吗 ? 它 有 彰 数 个 面 , 而 每 个 面 又 是 奇 
数 条 边 的 多 边 形 . 
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解 不 存 化, 事实 上 , 若 存 在 这 种 多面 体 ,以 此 多 面体 的 面 集 
为 一 个 图 G 的 项 集 V(G), 当 且 仪 当 两 个 面 有 公共 棱 时 ,在 相应 
的 了 两 顶 ,vwE VG) 之 癌 连 一 条 uv, 依 题 意 ,| V(G)| 二 1 
(mod?) ;yd (vw)=l1(mod2}, FvuE VG) 从 而 和 2 | 


(mod2) ,与 定理 相 违 , 故 无 此 种 多 面体 . 

关于 图 的 同 构 ,最 亚 手 的 问题 是 下 面 的 乌拉 姆 猿 想 . 

Ulamt1929) :G1,G 是 两 个 图 , 且 G1 一 wj; 罕 G2 一 wisi1=1， 
2 0, v= VGDNl=| VG | 则 司空 如 >. 

用 笔 和 约 给 出 Ulam 猜想 的 解答 看 来 近期 希望 不 大 . 

定义 5 W= voerviev ev 其 中 e, EE(G),i=1,2, 
1 和 称 W 是 图 GG 中 的 
一 条 路 {Walkj ,ao 叫做 琵 的 起 点 ,zw 叫做 斌 的 终点 , 叫做 路 
长 ,vw (1 一 1) 称 为 W 的 内 点 . 

各 边 相 异 的 路 称 为 行 迹 (Trail}). 

种 硕 相 异 的 路 称 为 轨道 (Path), 记 成 P(vwo, vw). 

起 点 与 终点 重合 的 路 称 为 回路 . 

起 点 与 终点 重合 的 轨道 称 为 图 (Cycle). 

长 的 圈 称 为 i 阶 圈 ,3 阶 画 也 叫做 三 角形 ;最 长 圈 之 长 称 为 
图 的 周 长 ;最 短 闫 之 长 称 为 图 的 围 长 . 

VE VG, wv 分别 为 起 点 与 终点 的 最 短 轨 之 长 称 为 x 
与 v 的 肛 遍 , 记 成 d{u ,ww). 

,DE VCO), 存 在 以 w ,wv 分 别 为 起 点 与 终点 之 轨 时 , 称 4 
与 v 在 G 中 连通 ;每 对 顶 皆 连通 的 图 称 为 连通 图 ， 

GQ 的 直径 定 六 为 dG)=maxld(w,v)|w,vEV{G)|. 口 

定 闵 6 局 与 于 是 两 个 图 ,HH VC(H)CV(G),E(H)GE 
CG), 则 称 器 是 G 的 子 图 , 记 成 日 生 G; 着 日 乞 G, 但 玉 与 8G 不同 
构 , 则 称 瑟 是 G 的 真子 图 , 记 成 HCG; 车 HG, 有 目 V{H}=V 
CG), 则 称 太 是 G 的 生成 子 图 ;车 HSEG, 且 VY(H)=H, 而 下 
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(可 十 下 (C 中 丙 师 此 在 互 中 的 边 构 成 的 E(G) 的 子 集 , 则 称 已 
是 由 五 -导出 的 G 之 子 图 , 记 成 彤 = GLIH']; 著 VG)= 册 Vi, 且 
当 且 仅 当 两 顶 同 属于 一 个 子 集 V 时 ,此 二 项 连通 , 则 称 GTV]Ci 
三 1,2,… ,jj 是 如 的 连通 片 .[ 

例 2 有 2 个 电话 交换 台 , 每 台 至 少 与 n 个 台 有 直通 线路 ， 
由 任 两 台 则 组 可 通话 . 

证 ”把 交换 台 视 为 图 G 之 顶 , 当 且 仪 当 两 台 间 有 直通 线路 
时 ,此 相应 的 两 顶 相 邻 , 于 是 疝 题 化 为 欲 证 2n 顶 的 图 已 ,每 项 次 
数 至 少 为 n, 则 此 图 连通 .事实 上 , 阁 G 不 是 连通 图 , 则 至 少 有 一 
个 连通 片 ,其 顶 数 至 多 是 ” ,在 此 连通 片上 ,项 的 次 数 最 大 者 不 超 
过 nn 一 1, 与 原 图 G 中 每 顶 次 数 圣 少 为 寺 让 盾 ,证 毕 ， 

例 3 看 图 中 只 两 个 襄 次 顶 , 则 此 二 项 连通 . 

证 和 戎 cocoEVIGTEIEIdoTmeod2 , 则 wm 必 有 在 
G 的 同一 个 连通 片上 ,和 理 则 , 知 G1,G2 是 G 的 两 个 连通 月 , 旧 x 
EV(O),vE V(C32), 则 6G 与 G2 这 两 个 图 中 都 只 有 一 个 奇 次 
项 ,与 锥 论 上 相 违 ,证 毕 . 

定理 2 如 为 二 分 图 的 充分 必要 条 忻 是 避 中 无 奇 阶 圈 . 

证 ”不妨 设 上 为 连通 图 . 

大 无 奇 壮 , 令 

X= iw wEVG),d(v 1,w)=0mod?)|, 
Y=1w|wEV OG),d(v,w)=1l(mod2)|, 
其 中 w 是 6G 上任 指定 的 一 个 顶 . 任 取 ,wvEXX, 设 Pi(vi,4) 是 
从 vl 到 如 的 最 短 轨 ,Ppt wi ou) 是 从 vw] 到 wv 的 最 短 轨 ,又 设 ul 
是 也 | 与 Py 最 后 一 个 公物 顶 ,由 Pi 与 ,的 最 短 性 ,Pl 上 的 一 段 
Pi vi #1) 写 Py 上 的 一 段 Pa ul) 等 长 ,日 都 是 最 短 的 从 wl 
到 2 的 轨 . 又 Pi 与 Pz 之 长 皆 偶数 ,从 而 Pi 上 的 另 一 段 Pi 
(uj ,Wt 可 Py 上 的 为 一 段 Pw(w1,;w) 有 相同 的 奇偶 性 . 奉 妈 与 匀 
相 溃 , 则 Piz, Pw 与 边 wv 围 成 一 个 奇 图 ,与 G 中 无 奇 财 相 违 ,于 
10 


是 得 证 X 中 任 二 项 不 邻 ; 同 理 Y 中 任 二 顶 不 邻 , 项 0 是 二 分 图 . 
充分 性 得 证 .下 证 必要 性 ， 

若 二 分 图 G 中 无 圈 , 自 无 奇 图 ; 车 二 分 图 G 中 有 圈 C = 
vov1v2 ti 不妨 设 wo 全 四 ,于 是 pg zt 和 舌 ,|， 
zy 05 让 和 了 ,可 见 丰 是 奇数 ,C 是 长 +1 的 偶 圈 , 帮 G 中 无 
奇 图 ,证 毕 . 

例 4 一 只 老鼠 在 3x3xXx3 的 立方 体 乳 酷 顽 上 咏 出 一 条 润 ， 
这 个 洞 通过 1x1x1 的 27 个 小 立方 体 的 中 心 , 它 从 大 立体 的 一 角 
及 起 ,只 要 还 有 它 没 有 尝 过 的 1xX1x1 的 小 点 心 块 ,就 继续 咬 , 问 它 
会 在 3x3Xx3 的 立方 体 中 心 停 下 来 吗 ? 假设 这 只 老鼠 是 从 一 个 小 
立方 坷 中 心 洛 与 侧面 正 交 的 方向 向 另 一 未 咬 过 的 小 立体 咬 过 去 的 

解 ” 以 每 个 1x1x1 的 小 立体 为 顶 构 作 
一 个 图 上 G ,把 3x3x3 大 立方 体 中 心 那 块 小 
立方 体 与 开始 唆 的 那个 小 立体 之 间 连 一 边 ， 
再 把 有 公共 侧面 的 小 立方 体 之 间 连 一 边 , 以 
八 个 角 和 六 个 侧面 中 心 椒 的 小 立方 体 构成 站 
集 , 其 余 的 小 立方 体 构 成 了 集 , 于 是 GG 是 二 
分 图 , 见 图 1.7.G 中 无 27 阶 图 ,所 以 老鼠 不 
会 在 3x3x3 的 立方 体 中 心 停止 . 

定义 7 称 每 对 栅 间 至 多 一 条 边 且 无 环 的 图 为 单 图 ;车 G 是 
单 图 ,构造 男 一 图 GY ,使 得 V{G) = YIG), 当 且 仅 当 在 G 中 二 
顶 不 邻 时 ,此 二 顶 在 G 中 相 邻 , 则 称 G 为 G 之 补 图 . 口 ] 

例 5 单 疼 与 其 补 图 必 有 一 个 连通 图 . 

证 ”只 要 证 出 G 不 连通 , 则 G 是 连通 图 , 设 CC G 
是 如 的 四 个 连通 片 ,w 1 Yu,vEV(GG), 若 ,wv 在 同一 个 连 片 
人 上 ,li , 设 ww 是 不 在 GG 上 的 天 , 则 ww, ww EE(CG), 即 
在 G* 中 与 wv 二 顶 连 通 ; 若 4 与 % 分 属于 两 个 连通 片 (Ge SG ,1 
ECG),w 与 v 在 G* 中 亦 连 通 , 由 上 与 vo 之 任 


国 1.7 
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意 性 知 G: 是 连通 图 ,证 毕 . 
1.3 ” Brouwer 不 动 点 定理 


本 广 用 图 论 方法 给 出 拓扑 学 中 著名 的 Brouwer 不 动 点 定理 的 
一 个 新 证 明 , 此 证 法 的 通俗 易 懂 的 程度 很 值得 欣赏 , 它 是 用 图 论 方 
法 证 明 其 它 数 学 分 误 中 的 理论 的 生动 范例 . 

我 位 把 平面 周三 角 区 域 入 : 进行 单纯 剖 分 

全?= 吕 时 
其 弛 是 小 三 角形 , 且 81 = 四 或 站 或 站 ;这 里 的 6? 是 一 个 顶 
点 ,81 是 两 个 小 三 角形 的 一 条 公共 边 , 把 全 * 与 6% ,i 二 1,2,…,mmn 
的 顶 用 0,1.2 标号 ; 若 

{1D 会 ?二 个 顶 分 别 标 以 0,1,2; 

(2) 全 ?的 一 条 边 的 两 端 标 号 为 1 与 ,0 和 ?之 1 夺 2, 与 此 边 接 
触 的 小 三 角形 之 项 亦 标 号 i 或 ; , 则 称 此 种 标 每 为 正 态 标志 . 

在 正 态 标志 中 ,一 个 小 三 角形 三 个 顶 分 别 标志 0,1,2 时 , 称 这 
个 小 三 角形 为 正 态 三 角形 . 

定理 1{Spermer,1928)】 在 入” 的 单纯 剖 分 正 态 标志 中 , 必 有 
奇数 个 正 态 三 角形 . 

证 邻 吕 是 A: 的 外 部 区 域 ,6 时 ,6 ,8 是 部 分 所 得 之 小 
三 角形 ,下 面 构 作 一 个 图 G ,使 V(G) = 时 ,时 ,82 上 ,要 县 侈 
当 人 总 与 名 人 xj 关 拉 有 公共 的 0-1 标志 的 边 时 ,在 镶 与 吕 之 间 
连 一 茶 殷 的 边 ;对 于 咒 与 人 (1 所 i 所 m), 当 且 仅 当 人 部 的 0-1 边 
完全 落 在 人 A: 的 0-1 边 上 时 ,在 前 与 党 之 间 连 一 条 GG 的 边 ,此 
图 1.8 

不 面 证 明 a (586) 二 1(mod2). 

事实 上 ,d(88) 是 人 ?上 0--1 边 以 0,1 为 端点 的 小 区 间 的 个 
数 ; 若 和 全? 的 这 条 边 的 内 点 无 小 三 角形 之 顶 , 则 2(88)=1; 苦 全 

12 


的 这 条 边 的 内 点 有 小 三 角形 之 顶 , 且 这 些小 三 角形 皆 标 以 0 或 二 
亦 有 (56) 二 1; 车 全 的 这 条 边 的 内 点 上 0,1 标号 都 有 ,我 们 把 两 
闹 标 号 :一致 的 小 区 间 缩 成 一 点 ,标号 不 变 , 这 时 , 人? 这 条 边 上 的 
标号 为 0101…01 ,这 里 有 奇数 个 小 区 间 端 点 分 别 标志 以 0 与 1, 故 
d (65)=1(mod2). 


和 | 
加 jy Lo 
和 是 
1 
| 
Mz 
Blo 5 
die 总 
Hs 
7 
] Vu 


图 1.8 

由 1.2 市 推论 1 ,561,63,…,65,6% 中 奇 次 顶 是 偶数 个 ,而 a 
(66) 是 奇数 , 故 d (64),d( 澡 ),…d (2,) 中 有 奇数 个 奇数 ,是 4d 
(67)<3, 故 这 ,3,…,64 中 的 奇 次 顶 只 能 是 一 次 的 ; 又 仅 当 时 
让 下 态 二 角形 时 ,d (6 )=1, 故 正 态 三 角形 个 数 是 奇数 ,证 毕 . 

定理 2{Brouwer) 全 一 入 是 连续 映射 , 则 了 xnE 入? ,使 
得 f(x) = 0. 

证 设 zo,71,x2 是 入 的 三 个 项 点 , 则 入 2 上 任 一 点 可 唯 
一 地 表 成 


T= unrot ar1it Fe 


2 
其 中 a,:0(7=0,1,2), > 他， 二 1. 这 里 如 的 之 人 是 二 维 


i 
叫 明 , 记 二 (a0sa1 2 = 0 0 1 7). 令 
= LT , 42) (a0,a1, 42)E A au,,i=0,1,2| ' 
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只 入 证 站 3 天 包 . 因 为 若 这 是 真 的 , 则 了 (oovaiyaz)E 月 Si 有 


2 2 
a ,Sa,,i=0,1,2;X 2 a '; = 3 ai, 故 (a oa la 2)= (a0 
21y62) 郧 [aoyalya2) 是 了 的 不 动 癌 . 
为 此 ,考虑 全 的 一 个 单纯 剖 分 正 态 标志 ,使 得 标 i 的 每 个 顶 
属于 S ,i 二 0,1,2. 事 实 上 ,全 * 上任 一 上 成 X= 二 (a0,a1,042) ,了 (xz) 一 
(a 0， a 1, a >) 时 ， 存在 一 个 名 ; 司 工 E ~ ,日 a,; .> ;否则 对 每 个 三; 


>0,a ea, 于 是 > > Pa 矛盾 .我 们 如 下 地 标志 : 


一 个 二 三 角形 顶点 zeES, Ba >0 时 ,xz 标 以 i 这 种 标志 是 下 

态 标志 ,例如 从? 的 顶点 x;(i = 二 0,1,2) 有 a,=1, 故 zx; 各 S;, 标 成 

i; 在 全 ?的 zox1 边 上 各 点 的 a;=0, 只 能 把 这 边 上 的 点 标 以 0 或 

1;zox2 过 上 的 点 同 理 只 能 标 属 或 2; xiza 上 的 点 只 能 标 1 或 2， 
故 为 正 态 标志 . 

出 定理 1 ,至少 有 一 个 正 态 三 角形 ,其 预 点 分 别 属于 So, 51， 

S$,, 我 们 把 裔 分 无 限 加 密 , 且 小 三 角形 有 任意 小 的 直径 , 则 So， 

S51,3; 中 有 三 个 点 相距 可 以 任意 小 ,又 了 基 连 续 的 , 故 S,{i=0， 


1,2) 是 闭 集 ,于 是 册 S; 隆 信 , 证 毕 
1.4 Dijkstra 算法 


给 定 连接 若干 城市 的 铁路 网 , 找 出 指定 二 城市 同 的 最 短 铁 赌 
路 线 . 这 个 实际 模型 化 成 数学 模型 如 下 : 

:下 (GG)>R, 称 zfe) 是 边 e 的 权 ,这 时 G 称 为 加 权 图 . 称 
W= 2 te ) 为 G 的 权 . 我 们 欲求 满足 某 种 条 忻 的 子 图 五 
全 ， 日 使 

W{H)= 2) wt{e) = min, (1) 
EC ELHI 
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上 述 忽 路 问题 是 它 的 特殊 情形 ,日 是 具有 最 短 性 的 一 条 罗 Pu , 即 
(1 中 的 瑟 = Patw,v),(1) 变 成 

W(Polu, 5) = min {WP(u,o)!, (2) 
其 中 xpEYfG), 天 ao) 是 避 中 起 止 点 为 zum 的 轨 的 集合 .我 
们 称 (2) 中 的 环 (CPofz ,vw)) 为 wv 之 间 的 距离 . 

许多 实际 模型 各 异 的 问题 ,其 数学 模型 缘 与 (2) 一 致 . 

下 面 介 绍 独 克 斯 特 拉 (Dijkstra) 算 法 ， 

所 谓 算 法 是 一 种 有 人 穷 规 则 , 它 明确 规定 何 时 应 做 何 种 操作 . 

如 果 对 于 图 论 问题 口 ,存在 一 个 多 项 式 P(v,s), 使 得 解决 也 
的 算法 的 耗 时 为 口 (Push 则 称 这 个 算法 是 一 个 好 的 图 论 算 
法 ,其 中 心 与 e 分 别 代表 此 图 论 问题 的 实例 中 国 的 顶 数 与 边 数 ， 

1959 年 ,向 兰 计算 机 科学 家 狄 兄 斯 符 拉 给 出 解决 最 短 轨 问题 
的 好 算法 . 

DIJKSTRA 算法 : 

(Oj ,v2 不 相 邻 时 ,ww(wv)= 0%， 

(DD 令 w0)=0, (vv) = 00, vu So= iugl,i=0. 

(2) 对 每 个 ”入 SS ,用 

mind li{ wv), (ua) + wl ww) 
代替 (vw); 设 wu;41 是 使 i(w) 取 最 小 值 的 YIG)- Si 中 的 顶 , 令 
S,41= S,l ta;sril. 

(3)i=v 一 1, 止 ; 若 i<u 一 1, 用 i+1 代替 i, 转 (2).[ 

由 上 述 算法 可 知 ; 

(1)S; 中 各 顶 标志 中 wo 到 如 的 距离 . 因 < oo ,下 有 限 步 
之 后 , V(G) 中 的 每 项 都 标志 了 到 wo 的 距离 ,进而 可 以 找到 各 项 
到 wo 的 最 短 掏 ， 

(2)DUKSTRA 算法 的 时 间 复 杂 度 为 Oo) ,DD 算法 是 好 算法 . 

例 求 各 顶 到 wo 的 距离 和 相应 的 最 得 轨 ,图 中 边 e 浓 的 数 
字 是 wte). 

] 3 


图 1.9(A 中 的 粗 实 线 标 出 各 项 到 wt 的 一 条 最 短 轨 , 顶 i 旁 
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图 1.9 


习题 一 


1. 两 个 人 或 网 个 人 以 上 的 大群 中 , 必 有 两 个 人 ,此 二 人 在 此 
人 群 中 有 一 样 多 的 髓 友 . 

2, 单 图 G 每 顶 次 数 不 少 于 3, 则 G 中 有 偶 圈 ， 

3. (DG 宇 F, 则 ztG)=v(H),e(G)=e(H). 

(2) {1 之 道 不 真 . 

4. 男 出 一 切 不 同 构 的 四 项 单 图 . 

5, 一 间 房 子 中 有 入 个 人 ,NN>3, 之 中 至 少 有 一 个 人 没有 和 和 房 
子 里 每 个 人 握手 ,房子 里 可 能 与 每 个 人 所 过 手 的 人 数 最 多 是 多 少 ? 

6. 把 1,2,3,4,5 任意 划 分 成 两 个 集合 ,必然 有 一 个 集合 含有 
两 数 及 其 差 . 

7. 从 1 到 100 的 自然 数 中 ,每 次 取 两 个 数 ,要 求 两 数 之 和 大 
于 100., ,有 和 多少 种 取 法 ? 

8.2xtn 字 2) 个 人 每 和 人 至少 同 其 中 ;个 人 相识 , 则 其 中 至 少 
四 个 人 ,此 四 人 围 圆桌 而 坐 时 ,每 人 旁边 是 他 认识 的 人 . 

9. 证 明 : 图 1.10 中 的 图 同 构 . 


图 1.10 
10 .富安 万 的 充 要 条 件 是 存在 可 道上 映 射 
gd: V(tG)* V{H) 
使 得 wv 蕊 ECG), 当 日 私 当 86{w)8(v)EE(), 其 中 GG 与 果 是 
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单 图 ， 


11.G 是 单 图 , 划 。=| ”的 充 要 条 件 是 GSK, ,K, 表示 每 两 
顶 肖 邻 的 所 请 完全 图 . 

12.(1) et Kn) 二 mn;(2)G 是 完全 二 分 图 , 则 e(G) 委 二 
(GD))， 

13. 象棋 比 赛 中 , 任 两 选手 至 少 下 一 盘 , 则 存在 两 名 选手 ,他 
们 下 过 的 盘 数 怡 好 一 样 ， 

14. 上 题 中 ,每 名 选手 与 其 余 选 手 都 比赛 过 一 盘 , 参 赛 总 人 数 
为 nn, 求 名 盐 数 . 

15. 旅游 小 组 中 任 4 人 中 至 少 有 1 人 以 前 见 这 另外 3 人 人 , 则 
任意 4 人 中 有 1 人 ,他 早 就 抑 过 旅游 小 组 中 的 每 个 人 (小 组 中 至 少 
4 人). 

15. 图 G 中 每 顶 至 少 2 次 , 则 G 中 有 网 . 

17.7 个 运动 队 之 间 安 排 一 项 竞赛 ,已 赛 完 n+1 局 ,求证 : 存 
在 一 个 队 , 它 已 至 少 参 加 过 3 局 比 贰 . 

18., 有 ACV{G),k 是 怡 一 端 在 A 中 的 边 数 , 若 A 中 奇 次 顶 的 
个 数 是 偶数 , 则 大 为 偶数 ,否则 闪 为 奇数 . 

19. 一 些 圆 面 纠 盖 平 面 上 取 定 的 22 个 点 ,每 个 贺 至 少 盖 住 其 
中 +1 个 点 , 则 任意 两 个 点 能 由 平面 土 的 一 条 曲线 联络 ,这 条 则 
线 整个 航 一 些 王 所 覆盖 

20. 每 顶 跨 2 次 的 连通 图 是 图 . 

21. 是 否 有 这 种 不 连通 单 国 ,5 委 6, 而 每 蔬 此 2 次? 

22. 有 多 少 顶 点 为 6 个 的 单 图 ,每 忒 次 数 赂 2? 

23 .上 维 立 方 体 是 顶点 为 分 量 为 0 或 1 的 太 维 向量 ,又 当 且 仅 
当 两 顶 仅 一 个 分 量 相 异 时 ,此 二 顶 相 邻 ,证 明 : 友 维 立 方 体 有 2* 个 
顶 ,&2* 条 边 , 且 它 是 2 分 图 ， 

24 . 开 5 与 K%," 是 什么 样 的 图 ? 
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25,G' 空 G 采 , 称 G 是 目 补 图 ;证 明 ; 对 于 自 补 图 ,vy(G) 寺 0 
或 1(mod4). 

26. 有 和 多少 。=5 的 自 补 单 图 ? 

27. 每 个 n 顶 单 图 与 KK, 的 一 个 子 图 同 构 . 

28. 完全 图 每 个 导出 子 图 仍 是 完全 图 . 

29. 二 分 图 的 任 一 子 图 ( 顶 数 不 少 于 2) 仍 分 二 分 图 . 

30. 求 一 个 二 分 图 , 它 不 与 任何 上 维 立 方 体 的 子 图 同 构 . 

31.G 是 单 图 ,整数 ”满足 1<r<ubo-1, 证 明 : 若 5 六 4, 且 CG 
的 所 有 项 导出 子 图 都 有 相同 的 边 数 , 则 G 电 ,或 G 绽 Kt. 


32 .6 二 引入 入, 其 中 8 与 人 分 别 是 图 G 顶 的 最 小 次 数 和 最 
大 次 数 . 

33. 一 个 下 次 正则 (每 项 篆 丰 次 ) 二 分 图 的 顶 划分 为 V(G) = 
XUY, 则 |X|=|Y|. 

34.d (01) ,dd(v2),…,d (vw,) 称 为 图 的 次 数 序 列 ,证 明 : 非 负 
整数 序列 d1,d2,…, qd, 是 图 的 次 数 序列 的 充 要 条 件 是 Da 


0(mod2). 
35. 单 图 的 次 数 序 列 叫 做 图 序列 ,证 明 ，; 
(1)7,6,5,4,3,3,2 与 6,6,5,4,3,3,1 不 是 图 序列 ， 


(2 ce 为 图 序列 , 且 dl, 则 Sg 是 
偶数 ,日 对 于 1 二 大 < 已 ， 


上 


中 uu 
Ddi < kk -1) + 2 minfk, dil. 
36.d1,42,… ,9, 是 非 增 的 非 负 整数 列 , wf 是 序列 4 一 1,4d 
-1 ,da +1 一 1,Q4 +2…, 所 ,证明 : 
C1)q1,d2，"… ,dd, 十 图 序列 当 且 充当 4 是 图 序列 . 
42) 给 出 一 个 由 图 序列 构 作 单 图 的 算法 . 


Lu 
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37. 无 环 图 G 包含 一 个 二 分 生成 子 图 万 ,使 得 do)>> 寺 过 


之 Fd 
(wv) 对 一 切 vy€ VE) 成 立 . 
38.S= |z1 72; er) 为 平面 点 集 , 任 二 点 相距 至 少 为 工 , 则 
神 忠 恰 为 1 的 点 对 少 于 3n 个 . 
39, 图 G 的 边 图 是 以 E(G) 为 项 集 , 当 理 仅 当 两 边 相 邻 ( 有 公 
共 顶 } 时 ,在 边 图 中 此 二 顶 相 邻 ,证 明 ; 者 6G 是 单 图 , 则 GG 的 边 图 
有 s(G) 个 项 ， > [ “54” ] 条 边 ; 且 画 出 Ks 的 边 图 ， 


we Vi 
可.G 是 单 图 ,>&,5 是 G 的 顶 最 小 次 数 , 则 G 中 有 长 的 航 . 
41.G 是 连通 图 的 充 要 条 件 是 VC(G) 的 每 个 分 成 两 个 非 空子 
集 Vi , V 的 划分 ,总 存在 一 边 , 它 的 两 端 分 别 属于 V 与 VV. 


42.G 是 单 图 ,e>[”， ), 则 C 连通 


43.4>1, 面 一 个 非 连 通 单 图 ,使 。={”。 ) 


44.G 是 单 图 ,8>| 眼 | -1, 则 G 连通 . 

45.(1)eEE(CG),MNw(G) Ewu(G~e)Ew(G)+1, 其 中 必 
(GG) 是 图 上 G 的 连通 片 个 数 . z 

(2}vE V(), 风 (1 中 的 G 一 e 未 必 可 由 G ~ w 代替 . 

46. 图 G 是 连通 图 ,每 项 缘 侦 次 , 则 w(G 一 v) 所 六 4(0). 

47. 连通 图 两 条 最 长 轨 有 公共 顶 . 

48.G 中 顶 &,v 连 授时 , ,vw 之 同 的 距离 定 头 为 u,v 之 间 最 短 
各 之 长 :am 不 连通 时 ,规定 其 距离 为 oo ,证 明 :d(,v) + 本) 之 
du,iw), 其 中 ,到 万 WV ,dn,0) 表 示 4,v 之 距离 . 

49.G 的 直径 大 于 3, 则 G 的 直径 小 于 3. 

50, 直径 为 2 的 单 图 GG, 全 =v 一 2, 则 e 守 2v 一 4, 其 中 和 从 是 G 
的 顶 之 最 大 次 数 . 

51.G 是 连通 单 图 ,不 是 完全 图 , 则 G 中 有 三 个 顶 & ,wy 使 
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得 wv, vw EE(G). 而 ww EG). 
527.eE€E{G),e 在 闭 行 迹 上 , 则 。 在 一 个 圈 上 . 
53.52>2 的 图 中 有 疙 . 
54.G 是 单 图 ,82 , 则 G 中 有 长 至 少 为 8+1 的 图. 
55, 一 个 围 长 为 4 的 次 正则 图 至 少 有 2 上 k 个 顶 .有 28 个 顶 
时 ,此 图 在 出格 意 头 下 是 唯一 的 ， 
56. 国 长 为 5 的 下 次 正则 图 至 少 且 + 上 个 陆 . 
57.(1}e 字 vu, 则 G 中 有 园 ， 
(2)e 守 vy 二 4, 则 GG 中 有 两 个 无 公共 边 的 圈 . 
58. 一 会 司 在 六 个 城市 有 分 公司 C1 ,C2,…, Ce; 扯 阵 中 的 1， 
j 号 元 素 是 避 到 局 的 飞机 票 价 , 试 为 该 公司 制作 由 CC 到 各 公司 
去 的 最 便宜 的 交通 航线 图 . 
050 2 40 25 10 
50 0 1$§ 20 oo 25 
oo $5 0 10 20 oo 
40 20 10 0 10 25 
25 co 20 10 0 55 
10 25 oo 25 55 0 
59. 船 公 欲 把 一 上 只 老 狠 一 只 小 羊 和 一 头 大 白 莱 运 过 河 ,-- 次 
内 能 运 一 种 ,为 了 安全 ,不 能 计 狼 与 羊 或 半 与 淋 在 巨人 看 管 时 在 一 
起 , 问 如 何 运 送 最 省 时 间 ? 
60. 两 人 有 酒 装 满 8 斤 之 站 , 只 有 能 盛 5 斤 和 3 斤 的 空 瓶 各 
一 , 欲 平分 其 酒 ,为 之 设计 一 个 最 简 使 的 分 法 . 
61. 琅 四 面体 到 自身 的 连续 映射 有 不 动 点 . 
62. 有 个 药 箱 , 每 黄 个 药 箱 中 有 一 -种 相间 的 药 , 每 种 药 恰 在 
两 个 药 第 中 出 埋 , 冲 其 有 多 少 种 药 ? 
63.5 二 ,EE 二 141, 则 9 人 WG) ,使 得 d (vw) 守 3. 
64. 俱乐部 有 14 大 想 打 桥 脾 ,这 去 每 个 人 部 曾 与 其 中 个 人 
合作 过 ; 现 规 定 必须 任何 两 人 都 未 合作 过 才 淮 许 在 一 起 打 - -局 ,于 
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是 只 打 了 三 局 就 无 法 继续 进行 了 ,这 时 新 来 了 -- 位 年 轻 人 ,证 明 : 
有 了 这 位 年 轻 人 参加 ,还 可 以 再 打 一 局 . 

64. 从 天。 上 删除 至 少 几 条 按 ,才能 得 到 不 连通 图 , 且 有 一 个 
连通 片 洛 产 个 顶 (1 委 zz 二)? 

65.n 个 人 参加 一 次 会 议 , 其 中 有 相识 者 ,每 两 个 相识 者 缘 无 
共同 的 熟人 ,而 每 两 个 不 相识 者 怡 有 两 个 共同 的 熟人 , 则 每 人 都 有 
同样 数 自 的 熟人 . 

66. 从 天 占 区 铁路 图 上 发 现 , 欲 合 两 城 v1 ,vz 间 的 铁路 交通 
完全 中 断 , 鞋 少 要 炸 筑 上 段 铁路 .有 一 城 3 与 zw， 72 之 亲人 分 别 有 
一 段 铁路 el,e; 直接 根 通 ,证 明 把 el ,ez 炸 毁 后 ,至 少 还 要 炸 暴 有 
-1 有 段 铁 路 , 才 会 使 v1 ,wv 间 的 交通 中 断 . 

67. 证 明 : 长 为 奇数 的 回路 必 合 圈 . 长 为 偶数 的 回路 一 定 合 圈 吗 ? 

68. 对 于 点 次 正则 图 ,kv 三 0{ mod2). 

69.G 是 连通 图 ,ww 汪 2,e 之 v, 则 G 中 至 少 有 两 个 一 次 项 . 

70. 直径 为 4, 转 长 为 24 +1 的 图 是 正 旭 图 . 


1.5 树 


树 在 我 们 这 里 是 一 个 数学 概念 .在 不 同 的 领域 树 有 广泛 的 应 
用 ,对 于 图 论 自身 , 树 则 扮演 了 支撑 的 作用 .许多 图 论 猜 想 , 大 都 首 
先 用 树 来 探讨 其 真 伪 . 

定义 1 无 圈 连 通 图 称 为 树 (Tree), 记 成 T; 本 中 (wv)=1 
时 ,vw 称 为 时; 每 个 连通 片 皆 树 的 不 连通 图 称 为 林 . 树 工 是 图 G 的 
生成 子 图 时 ,了 称 为 妇 的 生成 树 .[] 

图 1.11 是 林 , 有 6 个 连通 片 ,每 个 连通 片 缘 一 棵 树 ， 

直面 给 出 树 的 六 个 等 价 售 题 . 

定理 1 下 面 6 个 命题 等 价 : 

(1)G 是 树 ， 

(2)G 中 任 二 项 间 恰 有 一 条 轨 ， 
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(3)G 中 无 圈 , 虽 = 一 1 

(4)G 连 退 ,有利 8=v--1. 

(5 引 ) 如 连 这 ,YeEE(G),G 一 e 不 连通 . 
(0)G 无 圈 , Ye 仿 E(G),G+e 怡 合 一 个 圈 . 


人 人 


画 1,1! 

证 (1)=>(2 ) 因 GG 为 树 , 喜 Yw,vE VEG), 习 轨 Pilu， 
0); 夺 还 有 胃 一 轨 Py(4,2), 沿 PI 由 走 问 时 ,Pl 上 必 有 两 
顶 zi 与 mwl tp 是 Pi,P; 的 公共 顶 , 但 在 Pj 上 mi 与 tw， 
之 间 已 无 P, 上 的 顶 ,于 是 Pj 与 P, 上 在 wi 与 w; 两 项 之 间 的 部 
分 构成 一 个 圈 ,与 树 无 圈 矛 天 ,所 以 人 2) 成 立 ， 

(2) 一 (3) 若 G 中 有 圈 , 则 还 是 上 任 二 项 之 间 有 两 条 不 同 的 
轨 , 寺 2) 矛盾 ,所 以 G 中 无 圈 . 

下 用 数学 归纳 法 证 明 e=v-luo=1 时 ,ses=0g=2 时 ,es= 
1 ,这 时 s=v 一 1 成 立 . 

假设 " 委 有 时 (3) 霹 成立, 考虑 = 玉 +1 看 与 立 是 女 中 邻 
顶 , 取 Go0= 如 -wv ;y 因 GG 中 4 与 v 之 间 仅 一 条 轩 P, 即 P=wwv,< 故 
Go 不 连通 ,显然 ,Go 仅 两 个 连通 片 G1 ,G2; G1 和 G2 上 ,两 顶 间 
也 只 一 条 轨 , 由 归纳 法 假设 ,se(G1)=v(G1) 一 1,e(G2) = v(G;) 
-ll,e{G)=e(G jte(t tl=v(G tyu(G) -2+1=vu-1, 
即 (3) 成 立 . 
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(3) 过 {4) 寿 避 不 连通 ,G|,G;,…,G,(w 这 1) 是 它 的 连 道 
片 , 则 G;(i=1,2,…,ww) 是 无 阐 连 通 图 ,G 是 树 , 由 (1) 二 人 (2) 二 
(3) 寺 ,GG, 中 有 el(G,)=u(G,) 一 1], 于 是 =v 一 ww,w 1, 一 ww 关 
4 一 11; 守 (3) 中 =v 一 1 矛盾 ,所 以 G 是 连通 图 . 

{和 44) 二 (5) 因 sG-eo=aeG)-1>v- 一 2 只 要 我 们 证 出 连 
通 图 的 必要 条 件 是 e 宇 v 一 1, 则 可 得 G 一 。 不 连通 . 

事实 上 .v2 时 ,se =1, 满 足 e=v 一 11; 假设 "二 上 时 ,连通 图 
G 满 旺 el(G)} 守 vu(G) 一 1, 考 上 诬 v= 上 + 1 的 连通 图 , 令 G=G 
-wyE VG ). 

只 避 二 GG 一 人 仍 连通 , 则 由 归纳 法 假设 ,etG)=e(G 一 
Tk 1 而 et Ee{G -ot+l2k=u(G)-1,KelG') 
ott )—1., 

(由 癌 企 = -vw 不 连通 ,GG ,GG;,…,G, 是 其 连通 片 ,w > 
1. 由 归纳 法 假设 ,e{G) 宇 vu(0G) 一 1,i1==1,2,…,w, 于 是 


Ee(G -vv(G)- -wok-w, 


:二 | 


而 el(G 之 et 一 二 外, 鼓 e(G ) 守 k=v(G' ) -1. 

(5)=>(6) 阁 避 中 有 轿 忆 ,从 CC 上 删 去 一 边 所 得 之 子 圈 仍 连 
遍 , 与 (5) 相 违 , 故 G 无 图 . 

下 证 G+e 恰 有 一 图 .人 (5) 中 说 G 连通 ,上 曾 又 证 出 G 无 圈 ， 
所 以 GG 是 树 , 由 于 {1} 二 (2), 即 GG 中 任 二 顶 w 与 vw 间 恰 一 条 轨 P 
(usv), 于 是 Gte 上 ,Plu,v)Uuv 是 一 个 轿 . 夺 G+e 上 有 两 
立 C; ,C2, 则 C1, Cs 上 都 含 e, 于 是 (G+e)-e=G 中 仍 含 圈 
CC 是 CUC> 删 去 e 形成 的 ,与 6G 中 无 转 了 矛盾 . 

(06) 地 (1) YaacYG), 若 zxoEFEIG), 则 与 六 连通 ; 
若 zm 各 局 ) ,由 (6) 知 G+ uw 只 合 一 个 圈 , 于 是 GG 中风 与 vw 之 
间 有 轨 ,2 与 连通 .由 与 w 的 任意 性 ,车 G 是 连通 轿 ,又 由 (6) 
知 G 无 圈 ,G 是 树 ,(1) 成 立 , 证 毕 . 

推论 1 工 是 树 ,wv( 个 ) 实 2, 则 十 至 少 岗 个 叶 . 

24 


证 ”由 定理 1,e({ 了)=v(T) -1, 又 
p(T) = Daw) = 20v(T) -1). (1) 
义工 连通 ,d(w) 之 1,(; 二 1,2,…,4) ,车 全 为 次 数 不 小 于 2 的 顶 ， 
则 alV) 2 与 (1) 相 违 , 故 至 少 有 一 个 一 次 顶 ,由 (了 


式 , 际 x 外 ,其 余 硕 次 数 之 和 为 2s - 3, 若 其 余 这 些 顶 次 数 告 不 小 
于 2, 列 它们 次 数 之 和 不 小 于 2{w 一 1) =2v 一 2, 矛 后 ,上 故 除 ww 外 还 
有 一 次 顶 ,让 毕 ， 

推论 2 G 是 连通 图 当日 仅 当 (GG 有 生成 树 . 

证 显然 ,有 生成 树 的 图 必 为 连通 图 ,下 证 连通 图 有 生成 树 . 
攻 工 是 连通 图 C 的 边 数 最 少 的 连通 生成 子 图 , 则 YeEE(T),T 
-2e 个 骨 连 通 ,由 定理 上 知 工 是 树 , 即 工 是 G 的 生成 树 .证 毕 . 

例 1 项 数 大 于 4 的 图 或 其 补 图 中 含 圈 . 

证 图 G 与 G7 中 缘 无 圈 , 又 设 Gj,0;,…,G, 是 G 的 连 
通 片 ,Gu 是 人 的 和 连通 片 ,ww 主 1 ,ow 宇 1, 则 Ee{G)=v 
(Gwe = )-w =v(G)—w’, 于 是 


s(GJTe(GD) = 十 oo-D=2o0G) -oo 


UT — Su+2(w + w’ )=0), 
vy” - Sv + 4<0. 
解 得 1 拓 u 委 4, 与 >4 了 矛盾 ,证 毕 . 
例 2 连 还 图 G 的 无 用 子 图 是 G 的 某 生 成 树 的 子 图 . 
证 右 G 是 树 ,命题 自然 成 立 .车 G 非 树 , 则 G 中 有 转 忆 ，， 
议 避 是 G 的 无 圈子 图 , 则 CC 上 至 少 有 一 边 ej 不 在 G 上 ,把 el 
从 G 上 删除 ,得 G - el 仍 连 道 .车 如-。 上 仍 有 图 C;, 则 C 上 
有 一 边 ey 不 在 G 上 .于 是 G -el -es 仍 连 通 ， - 
”由 于 G 是 有 限 图 ,这 一 过 程 会 在 训 步 之 后 终止 ,终止 时 得 的 
是 无 轿 连 通 图 Gn 二 (7— el E23 eh ,C70 是 他 的 生成 树 ,el， 
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6 不 在 和 上, 故 扣 是 Go 的 子 图 ,证 毕 . 

例 3 连通 图 G 中 至 少 E(G)-AG)+1l 个 圈 . 

证 设 卫 是 G 的 一 棵 生成 树 , 如 el 了 T=v(G)-1,E(G)}) 中 
不 在 TT 上 的 边 数 为 e(G) 一 vo(G)+1, 由 定理 1(6) 知 ,了 上 添加 侣 
中 不 在 工 上 的 每 条 边 会 得 到 一 个 圈 , 这 些 圈 两 两 相 异 , 故 G 中 至 
少 e(G) 一 u(tG)+1 个 圈 , 证 毕 . 


1.6 生成 树 


1.6.1 生成 树 的 个 数 

一 个 连通 图 的 生成 树 的 个 数 可 以 很 多 ,例如 Ko 的 生成 树 共 
有 一 亿 个 (这 里 把 标志 不 同 但 同 构 的 树 视 为 相 异 ). 我 们 用 r(G ) 
表示 图 G 的 生成 笃 的 个 数 .用 Ge 表示 把 G 中 的 边 e 收缩 掉 形 
成 的 图 , 即 把 e 从 GG 中 删除 ,再 令 其 两 个 端点 重合 成 一 个 顶 , 见 图 
1 ,12., 


1.12 
定理 1 。 是 标志 连通 图 G 的 非 环 边 ,出 
GG)=rG—e)+t+r(Ge). (1) 
证 GG 的 合 e 的 生成 树 与 Ge 的 生成 树 一 一 对 应 , 即 r(G: 
e) 是 G 中 会 e 的 生成 树 的 个 数 . 另 一 方面 ,G 的 不 会 e 的 生成 树 
的 个 数 是 r(G- e) ,所 以 公式 人 1) 成 立 ,证 毕 . 
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网 r{C) ) =? G 是 四 边 形 UU HIV 加 上 对 角 线 D1 U3. 


ro- 过- -[ 门 :1 
-( 1] LA 
= | 1+( (/ +,) )+(_ 1+ 小 
+(. 9+ 4) 
=] I+/ +( rot+ I+ 
+ ,0+ = 


围 1.13 

即 G 有 8 个 不 同 的 生成 树 . 

定理 2{(Caylay,1889) rr(K,)=n” <. 

证 令 K, 的 顶 集 为 N= 11,2,…,n1, 则 由 N 中 元 素 构 成 的 
长 n 一 2 的 序列 恰 为 n*” “个 .下 面 我 们 建立 上 述 序 列 与 天, 生成 
树 之 则 的 一 一 对 应 . 

任 取 定 KK, 的 一 个 生成 树 工 , 设 si， 是 了 中 第 一 个 (数码 最 小 } 
吓 , 联 二 为 51 邻 顺 的 号 码 , 把 5s; 从 工 上 土山 除 ; 设 s; 是 本 -si 中 
第 一 个 叶 , 取 疡 为 下 工 -sl 中 邻 项 之 叶 码 , 依 此 鞠 推 ,区 得 到 
一 个 由 入 中 元 素 构 成 的 长 n -2 的 序列 如 ,#2,… ,1，2; 最 后 了 
于 剩 下 的 是 一 -个 下 >。 

反之 , 任 给 定 由 N 中 元 素 构 成 的 长 aa -2 的 序列 21,12，… 
六 -2 我 们 如 下 地 得 出 与 之 对 应 的 一 个 KK; 的 生成 树 :s| 是 NN 中 
人 不 在 it1;t2，,… ,tw-21 中 的 第 一 个 导 码 ,把 3$] 与 | 之 同和 连 一 边 ; ;2 
是 不 在 i142,13 ts-21 中 的 N1311 的 第 一 个 号 公 , 把 5, 与 1， 
之 间 连 一 边 继续 此 过 程 ,得 到 nn 一 2 条 边 : st ,szt29 Sn-_2tn_2， 
再 连接 N -15,52,… ,sn-21 中 的 两 个 顶 ,如 得 一 生成 树 , 证 毕 . 
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天 10 况 有 10 一 = 10 个 不 周 的 生成 和 ,如 果 把 它们 全 画 在 本 子 
上 ,每 页 画 0 棵 ,这 个 画 满 小 小 攻 io 的 生成 树 的 本 子 有 - : 千 万 页 | 

1.6.2 最 优生 成 树 的 Kruskal 算法 

今 欲 修筑 连接 几 个 城市 的 铁路 ,已 知 i 城 与 ;j 城 间 的 路 段 造 
价 为 c, ,设计 一 个 线路 图 ,使 总 造价 最 低 . 

上 述 实际 模型 的 数学 模型 是 ,在 已 知 的 加 权 连 通 图 上 求 总 权 
最 小 的 生成 子 图 , 它 显 然 是 一 个 生成 树 , 这 种 权 最 小 的 生成 树 称 为 
最 优 树 . 下面 介绍 1956 年 Kruskal 设计 的 求 最 优 树 的 好 算法 . 

KRUSKAL 算法 : 

中) 选 el 亿 上 (GG) ,使 得 ww(el)= min. 

(2) 寿 Ere, 已 选 好 , 则 从 F(G)— le1,…,e; | 中选 e+ 使 得 

(6Lierea yeryeiih 中 无 图 ,有 旦 

(iij rofe， ym 

( 3) 继 经 进行 上 述 过 程 至 选 得 。 es,-1 目 .LL,) 

上 述 Kruskal 算法 选 得 的 边 e122 ,8.1 的 守 出 子 图 记 成 
了 = ierye2 ,es-11, 它 是 由 iei, er，…,e, -1 为 边 集 ,以 这 
些 边 之 问 点 为 项 集 的 一 个 图 

定理 1 了 =G[iee ee] 是 全 的 最 优 树 . 

证 由 树 的 等 价 命题 { 见 1.5 定理 1(3)), Kruvskal 算法 得 到 
的 了 "= G[iel,e2,…,e,-11J 育 为 生成 树 .下 证 其 最 优 手 .投工 * 
沾 是 最 优 树 , 了 | 是 G 的 任 给 定 的 一 个 和 持 成 树 ; 令 f(T,) 是 jo),e， 
,eo-1| 中 不 在 全! 上 的 @, 的 足 标 i 的 最 小 值 , 令 醋 是 使 f( 芽 ) 最 
大 的 一 个 最 优 树 , 因 了 * 不 是 最 优 树 , 而 E(T*)= |el, ey,*…， 
P11 区 ej,e2，…;e, -| 中 必 有 不 在 (TT) 中 的 边 , 设 FA)=k 
EJW eea ee 1 在 丁 与 和 上 ,而 不 在 T 上 ,于 是 T+e, 上 有 
一 个 奖 C. 令 ei 是 在 下 上 而 不 在 个 ”上 的 边 , 日 co 在 (上 . 旺 
然 ; 工 一 ( 了 +ei) 一 co 也 是 生成 树 , 而 W(T')= W(T) 1 wle,) 
一 we 4), 几 算法 刑 ,e， 本 是 使 人 |[ lel, er , ,| | 上 无 图 的 权 最 
小 的 边 , 疼 G[iel,ezs ,eh 41se41] 是 二 之 于 图 ,也 无 图 ,期 ww 

28 


(e 2t(et 六 于 是 , 亚 (T) 乏 艳 (T), 妈 了 也 是 最 优 树 ,但 了 
(7) > 二 AT 了 ), 与 fT) 的 最 大 性 相 违 ,证 毕 . 
Kruskal 算法 的 时 间 复 杂 度 为 Otv*). 


图 1.14 


例 2 图 1.1.4 边 旁 的 数 宁 是 北京 (Pe)、 巴 获 {Pa), 纽 约 
(NY) .墨西哥 (AMC) 、 伦敦 (L) ,东京 (T) 间 的 航程 (单位 是 百 公 
里 ), 求 此 航线 图 的 一 棵 最 优 树 . 

解 图 1.14 中 的 粗 线 是 依次 执行 Kruskal 算法 时 所 选 边 .最 
后 得 最 优 鱼 之 总 权 为 2+13+21+35+51L=I22( 百 公里 ). 


1.7 常用 和 树 


为 介绍 玫 种 常用 树 ,需要 先 提出 有 向 图 中 的 车 干 名 词 . 

设 G 是 有 向 图 ,e = ww 是 有 了 同 边 , 稍 类 由 wx 画 向 wv,w 称 为 e 
之 尾 ,v 称 为 e 之 法 .WW= voejve ew,r 人 EE(G), weEV 
(CG) ,i 三 12 让 ,J 二 00,1,2,-…, 下 ,允许 同一 边 或 同一 顶 在 W 
中 不 止 一 次 地 出 现 , 且 有 回 过 e, 之 尾 是 vw,_1,e; 之 水 是 名 , 则 WW 
称 为 有 疝 道路 , W 中 项 两 两 相 异 时 , 称 你 为 有 向 轨 . d (zz) 表 示 
以 wv 为 涉 的 边 数 ,d fm) 表示 以 vw 为 尾 的 边 数 . 

1.7.1 有 序 二 元 树 

定义 1 本 为 树 , 把 本 的 每 边 规定 一 个 方向 ,使 得 ¥Y vw,€EV 
了), 御 存 在 以 wo 为 起 点 的 有 了 同 轨 PCOwo, vw), 则 称 工 是 以 wo 为 
根 的 外 向 树 .把 外 回 树 每 边 定向 反 过 来 , 则 得 内 向 树 . 

在 工 为 外 向 树 , 且 YEwvfT),dr osocycEN, 刚 称 工 
为 5 九 权 ,e 亏 ECT),e=wuv 时 , 称 坟 为 名 之 全 ,如 为 4 之 半 ; 同 父 
之 子 称 兄 第 . 除 此 之 外 ,每 项 篆 e 个 子 时 , 称 工 为 典型 5g 元 和 树 . 外 向 
情 每 项 的 儿子 们 有 序 夺 ,叫做 有 序 树 . 有 序 树 之 序列 称 为 有 序 林 . 中 

国外 坷 树 时 ,箭头 可 以 省 略 , 边 不 记 叉 ， 

1) 根 无 码 . 

(2) 见 弟 顶 , 左 项 标 0, 右 项 标 1( 左 为 见 ). 

3) 从 根 到 吐 的 有 向 轨 上 各 顶 之 标 码 依次 抄 出 ,为 该 叶 的 前 缀 . 

(4) 全 桔 各 叶 从 左 到 右 把 叶 的 前 缀 依次 抄 出 ,形成 的 叶 的 前 弘 
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序列 称 树 的 前 级 码 . 
前缀 但 学 有 序 2 无 栅 一 一 对 应 ,于 是 可 以 用 一 个 前 缀 和 码 代表 
一 棵 有 序 2 元 树 . 
例如 ,图 1.15 中 有 序 2 元 树 为 
000,001,010,011,100,101,11. 


图 1.15 
如 果 用 拉丁 字母 标志 时 , 则 可 以 用 前 缘 密 码 收发 密码 信息 , 例 
如 我 方 收发 员 之 闻 各 存 如 图 1.15 这 样 一 个 “密码 树 ” ,收报 员 收 到 
如 下 无 标点 0--1 信息 码 : 
00 1 190 1 10 1 
1] 1 1 00 0 1 0 1 
则 可 用 图 1.15 译 出 ;Good morming. 


0 1 1 10 1 
0 1 


也 3 


Ps 人 


图 i.16 
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控 左下 方 放 长 子 , 看 下方 放 弟 弟 " 的 规则 ,可 以 把 有 序 树 改 画 
成 有 了 夺 2 无 树 ,而 且 这 种 转化 是 可 北 的 .图 1.16 是 转化 实例 , 左 侧 
是 有 序 树 , 右 侧 是 转化 成 的 有 序 2 元 树 . 

如 内 把 有 序 林 中 的 根 视 为 兄弟 , 则 可 以 把 有 序 林 可 送 地 转化 
为 有 序 2 元 树 , 见 图 1.17, 左 侧 是 两 炊 有 序 树 的 有 序 林 , 右 侧 是 转 
化 上 成 的 有 序 2 元 树 . 


图 4,17 

1.7.2 Huffman 树 

如 朵 设计 一 个 26 个 叶 的 有 序 2 元 树 , 每 叶 表 示 一 个 拉丁 
字母 , 则 可 用 有 序 二 元 树 的 0 一 1 前缀 表示 任何 -- 句 话 , 进 而 可 
以 表示 任何 一 篇 文章 . 自然 是 总 码 长 越 短 越 好 .字母 出 现 的 频率 
小 的 (例如 2) ,相应 的 前 缀 { 叶 码 ) 长 一 点 还 不 怕 ; 字 母 出 现 的 频率 
大 的 (例如 ej), 相 应 的 叶 码 不 能 太 长 ,以 期 整个 文章 的 总 码 长 
最 短 ， 

定 兴 2 20 为 根 ,zlyp…m 为 叶 的 有 序 2 元 树 当 中 , 轨 叫 
(oo 及 =,2 9) 的 长 称 为 叶 阅 的 码 长 , 若 v, 代表 的 事 


物 出现 的 概率 为 户 ，>; p= 1 ,使 得 


m(T)= Yu pa, = min 
二 1] 


的 有 夺 2 元 树 了 称 为 带 杷 ,pp，,…, p， 的 赫 夫 曼 {Huffman} 树 ， 
也 称 最 优 二 元 树 ,[] 
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对 于 给 定 的 权 序 列 pj 入 和 … 和 pp, ,如 何曾 出 相应 的 Huff- 
man 树 呢 ? 其 中 p 是 叶 , 代表 的 事件 出 现 的 概率 . 

推论 1 所 第 在 Huffman 树 中 更 长 相等 . 

推论 2 度 叶 vw, 之 码 长 为 ij, 则 在 Huffman 树 上 17, 宇 必 宇 

证 ”出 "排序 不 等 式 ”, 若 

da ， 

则 

a tb + aaba te tasb ab + dab), + tay ab t 
228 -1+t 二 Bis 其 中 jz jn 是 1,2,…,n 的 任 一 排列 ， 
议 当 ci 三 ea 三 av 或 而 三 三 二 让 时 ,等 号 成 立 . 


今 在 Huffman 树 上 ， > p= min; 所 以 下 实 实 … 闫 4, 证 毕 . 


推论 3 在 Huffman 类 上 ， pi1 与 ps 相 应 的 时 mi ,mo 是 见 荣 . 
证 行 无 兄弟 , 则 瑟 还 可 扰 短 1 ,此 与 六 =min 也 大 ; 
又 在 二 无 树 上 ,兄弟 的 码 长 相等 ,起 wi 与 v2a( 可 以 ) 是 兄 条 ,证 华 . 
推论 4 了 是 带 权 p+ za ,jsp ,pa 的 Huffran 树 ,与 
1 十 p2 相 应 的 叶 生 出 两 个 新 叶 分 别 有 权 p; 与 #3, 则 得 的 新 树 全 
是 帘 权 六 ,pv 的 Huffman 树 ,其 中 身 雪 记过 … 二 加. 
证 设 丁 是 带 权 pp 所 py 过 … 志 的 Hutfman 树 ,只 欠 证 (TT) 
三 mm( 了 ) ,出 推论 3,w 与 世 是 Huffnan 树 天 上 的 兄弟 . 令 工 是 工 
中 把 pi 与 加 为 权 的 叶 删 除 , 令 其 父 的 权 为 和 + p2 的 树 , 则 
mtT =m(T 1) + pt p2: 
m({T}=m(T )+ p+ ps. 
久 了 "是 带 权 pi 站 的 Hufftman 树 ,下 m(T,}) 宇 m 
(了 ) ,于 是 mC(T) 宇 mm( 了 ) ,证 毕 . 
由 推论 4 可 以 求 得 给 定 权 序列 pj ,pp 六 的 Huffman 树 . 
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例 1 求 带 权 0.1,0.1,0.1,0,2,0.5 的 Huffmar 树 ， 


解 
图 .18 中 的 (oD) 即 所 求 的 Huffman 峙 . 
0 2 .3 
p 
(a) 0. 2 
DO 0D 0 1 0 
gd.1 0o.1l Di 02 0.5 : .2 0.5 
U. 1 .1 


图 1.18 
在 上 述 “ 兄 第 寻 父 ”的 过 程 中 ,把 两 个 权 最 小 者 视 为 兄 闹 可 以 有 不 


同 的 选择 ,所 以 可 能 产生 不 同 构 的 Hffman 树 工 ,它们 的 mx CT) 及 权 
序列 pi ,加 …, 思 ,是 一 致 的 .例如 例 1 还 可 以 有 另 一 解 ,如 图 1.19 所 
责 : 图 中 箭头 表示 “ 寻 公 " 方 朵 .mt 图 )= 人 .19 图 )=2.0， 


习题 二 


1.o( 人 了 本) 之 1 的 树 中 ,最 长 胃 的 起 点 终点 是 叶 . 

2. 恰 有 两 仿 叶 的 树 是 一 条 地 . 

3, 公 之 上 的 树 至 少 个 叶 , 其 中 人 表示 图 的 次 数 之 最 大 值 . 

4. 有 ww 个 连通 片 的 图 , 当 且 羽 当 =w~w 时 是 林 . 

S$. €7 的 中 心 是 指 max a (4 ,二 mir 的 顶 ,证 明 树 有 一 个 
中 心 或 两 个 相 邻 的 中 心 . 

6. 避 是 2 个 奇 次 顶 的 林 , 则 G 中 存在 上 条 无 公共 过 的 轨 


P,P;,…, 了 了, ,使 得 E(G)= UE(P,). 


7.41,4d2,…,d, 是 树 的 次 数 序 的 充 要 条 件 是 >， = 2(v - 


1). 

3. 人 是 +1 个 顶 的 树 ,G 是 单 图 ,G 的 最 小 次 数 8(G6) 实 上， 
则 右 中 全 有 与 全 同和 构 的 子 图 . 

9. 烷烃 分 子 式 为 上 ; 磺 四 价 , 复 一 价 , 价 键 不 成 回路 , 则 对 
每 个 自然 数 mr, 仪 当 n= 二 2mm +2 时 ,C,H, 才 可 能 存在 . 

1]0. 求 zt(K;3). 

11. 轮 是 圈 加 一 个 新 硕 ( 轮 心 ), 骨 把 每 现 与 新 硕 间 连 一 新 边 
( 辆 条 ) 上 所 得 的 图 , 试 求 * 条 辖 条 的 轮 的 生成 树 的 数目 . 

12.e€E ECKR DM rtK, -etv— 2 3. 

13. 如 出 带 权 0.1,0.2,0.3,0.4 的 Haffman 树 . 

14 .Kruskal 算法 能 否 用 来 ， 

(1) 在 加 权 连 通 图 上 求 最 大 权 的 生成 树 ? 
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(2) 在 不 连通 图 中 求 最 小 权 生 成 林 ” 如 果 能 ,怎么 求 ” 写 出 算 
法 米 , 且 指出 其 时 间 复 杂 度 ， 
15. 求 图 1.20 中 的 最 优 树 . 
16.v >2 的 连通 图 中 至 少 有 两 个 
项, 把 它们 删除 后 所 得 的 图 仍 连 通 . 
17. 连通 图 有 2 个 项 , 则 至 少 有 
nn 一 1] 淋 边 ， 
yr 18.r(tKs)=? 其 中 不 同 构 的 生 
成 树 几 个 ? 
19. 图 G 的 边 数 不 少 于 项 数 , 则 
G 中 有 圈 . 
20. 丘 故 球 单打 比赛 采用 淘 激 
图 1 .20 制 ,有 ” 名 选手 参赛 ,要 决 出 冠军 , 共 
市 几 场 比赛 ? 
21.11 条 水 平 线 ,11 条 铅 直线 ,以 它们 的 交点 为 顶点 构成 一 个 
图 ,这 些 和 直线 上 的 线段 是 边 , 间 至 少 去 掉包 少 条 边 , 才 使 每 项 次 数 
小 于 47 至 多 去 掉 多 少 条 边 ,还 能 使 图 这 通 ? 
22. 对 于 无 同 树 ,可 以 有 几 种 定向 方式 ,使 其 成 为 外 向 树 ? 
23 ,日 是 把 图 G 的 每 边 用 长 的 罗 人 代替 后 所 得 的 图 , 则 
rH)=k "lr(G). 
24. 有 点 大 干 ,各 点 对 间 的 距离 各 不 相等 ,从 每 点 到 离 本 身 最 
近 的 总 天 上 直线 段 ,求证 不 会 出 现 封闭 多 边 形 ， 
25. 证 明 : 每 树 (项 至 少 可 为 2 者 ) 为 二 分 图 ,什么 树 是 完全 二 
分 图 ? 
26. 丁 是 n( 之 3) 惠 树 ,直径 d(T)=2, 当 且 仅 当 T 纪 Ki ,1. 
27. 证 明 或 反 孜 ， 
Ca(tG)=2, 则 G 有 生成 星 . 
(2)G 有 生成 星 , 则 4d(G)=2. 
28. 连通 图 G 中 有 一 个 圈 习 ,CC 长 为 ;, 且 CC 上边 权 缘 取 最 小 
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值 , 则 G 中 至 少 有 s 个 不 同 的 最 优 椅 . 


1.8 平面 图 


1.8.1 平面 图 如其 Euler 公式 


定义 1 一 个 图 G 称 为 可 戏 入 曲面 S ,是 指 可 以 把 它 画 在 3 


上 ,使 G 的 任 两 条 边 不 在 内 点 相交 . 可 艇 人 平面 的 图 称 为 平面 图 . 
上 


例如 树 是 平面 图 ,而 Ks 可 以 戏 人 环 面 ( 存 图 1.21) ,K3; ;可 以 
明和 Mabius 带 ( 岂 图 1.22). 


导 
p Pp pp S 
R R 0 R 
RR 
P P 5 P 
则 
图 1.21 


图 1. 22 
定理 1 任何 图 此 可 甬 人 三 维 欧 氏 空间 FEF’. 


证 取 上 中 曲线 ;i ;z= ,y= 12,z= 世 ,1t 闫 0, 在 /上任 取 
四 点 (it, 了 1) ,i 二 1,2,3,4,7, 实 0, 由 范 德 蒙 行列 式 
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4 t2 13 {4 
2 .2 [I (ti ~ )A0, 


2 2 | 一 
fl 1 3 it4 li i 


ta 13 #2 
所 以 此 四 点 不 共 面 ,我 们 把 G 的 顶 画 在 曲线 ! 上 ,把 边 曾 成 直线 
段 , 则 不 会 有 任何 两 边 在 内 点 相交 ,不 然 相 交 的 两 边 之 四 个 端点 共 
而 ,与 /上任 四 点 不 共 面 相 违 ,证 毕 . 

定理 2 G 是 平面 图 的 充 要 条 件 是 如 可 议 散 人 球面 . 


图 1.23 

证 考虑 球 极 平面 射影 ( 见 图 1.23) , 球 $ 与 平面 P 相 切 ,这 
切 点 的 直径 另 一 端 为 北极 N ,定义 映射 p: S 一 P, 当 且 私 当 NN,;， 
pp 共和 直线 时 ,p(s)=p, 其 中 s€E 5,pEP.g 是 一 一 的 映射 ,P 上 
的 ce 点 的 N 对 应 . 

看 G 有 平面 族人 G , 则 由 wp,G 在 S 上 的 原 象 即 扎 在 S 上 的 
能 人 ;反之 ,着 G 是 台 在 S 上 的 宜人 ,不 妨 设 N 不 在 GG 的 边 或 顶 
十 , 则 由 pg,G 的 象 即 为 G 的 平面 嵌入 ,证 毕 . 

定 疼 2 平面 图 G 之 平面 内 人 把 平面 划分 成 若干 连通 闭 区 
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域 ,每 个 这 种 财 区 域 称 为 G 的 一 个 画 , 其 中 无 界 轿 叫做 G 的 外 
向 .Lj 
定理 2 ww 是 平面 图 的 顶点 , 则 可 以 把 多 租 和 信 G 的 外 面 . 
证 ”考虑 G 的 球面 能 人 , 令 北 极 N 是 球面 上 的 会 wv 的 闭 区 
域 的 一 个 内 点 ,以 NN 为 北极 的 球 极 平面 射影 所 得 的 平面 能 人 则 局 
9 嵌 人 人 外面, 证 毕 . 
定理 3(Euier,1736) ” G 是 连通 平面 图 , 则 
一 和 十 四 二 了 ， (1) 
其 中 vo 是 G6 的 平面 租 人 的 面 数 . 
证 对 gq 进行 数学 归纳 法 . w=1 时 ,G 中 无 圈 , 又 G 连通 ， 
故 上 G 是 树 ,e =w 一 1, 这 时 公式 (1) 成 立 , 假 设 对 于 pg 守 n(n 空 1)， 
公式 (]) 已 成 立 , 考 虑 w= n+ 1 的 情形 . 
由 于 p= 2+1 关 2,G 中 有 圈 , 设 eEE(G) 在 图 C 上 , 则 
G 一 e 仍 连通 , 向 被 e 分 隔 的 两 个 面 在 6G 一 e 中 变 成 了 一 个 面 , 且 
G 一 e 仍 是 平面 图 ,由 归纳 法 假设 ， 
v(tG ej- elG—e)+ow(G~e)=2, 
v(G)— [etG) -1l+Lie(G)-1)=2, 
vtG) -eltG)+ olG)=2, 
证 毕 . 
推论 1 平面 图 的 面 数 与 平面 铅 入 方式 无 关 . 
推论 2 ”平面 图 的 有 界面 面 数 恰 为 它 的 生成 树 之 外 的 边 数 . 
例 1 对 哪些 ,存在 楼 多 面体 ? 
解 显然 ,多 面体 是 连通 平面 图 G( 以 其 顶 为 图 的 项 ,以 其 檬 
为 图 的 边 ), 且 v(G) 守 4, 89(G) 字 4, 由 Evler 公式 (1),e (GG) 之 6， 
即 无 少 于 6 条 楼 的 多 面体 . 
四 面体 就 是 6 条 楼 的 多 面体 . 


因 2e(G)2>39(G), 若 有 7 棱 多 面体 , 则 p 志 邮 . 即 p=4, 于 


是 
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T=y(G) + ow(G) -2= 0+12,v=5. 

但 g=4 时 ,四面 林 是 唯 --… 的 多 面体 , 它 只 4 个 项, 瑟 v 一 5 柑 违 ， 
可 访 匹 了 楼 多 面 性 . 

普 虑 上 上 宇 4, 以 上 边 形 为 底 的 楼 锥 为 2& 条 楼 的 多 面体 . 若 把 
上 一 1 边 形 为 底 的 楼 锥 床 解 寻 的 一 个 三 面 角 " 龟 掉 -个 小 尖 儿 ”, 得 
到 2k -1 条 裕 的 多 面体 ;总 之 nn 宇 6,n 子 7 时 ,有 ?= 楼 多 面体 . 

例 2 正和 多 面体 共有 上 几 种 ? 它们 的 楼 数 、 项 数 和 面 数 各 是 多 
少 ? 每 顶 连 接 几 条 贸 ? 


解 ”此 题 答案 如 于 表 ， 

而 数 4 6 8 12 20 
面 形 正三 角形 ”正方形 ”正三 角形 ” 正 五 边 形 正三 前 形 
硕 数 4 8 6 20 12 
楼 数 6 12 12 30 30 


证 明 如 下 :没有 以 正六 边 形 为 面 的 正 多 面体 ,因为 三 个 正六 边 
形 面 拼 在 一 起 形成 平面 块 .正七 边 形 等 更 多 边 形 更 不 能 司 多 面体 
的 面 ,因为 它们 的 内 般 超过 120”. 


(1) 以 正 五 边 形 为 面 的 正 多 面体 . 
— ~ 正 五 边 形 内 解 为 了 x, 而 守 xX4>2x， 
XN 所 以 以 正 五 边 形 为 面 的 正 多 面体 图 每 顶 丝 


“Od 2 3 次 ,于 是 由 >， d(vw) = 2e, 得 3u=2e， 
7 vE VU) 
,= 节 e ,p=e,9= 和 6, 代 人 Euler 公式 


图 1.24 ,e+eg=2, 得 4e-e+Se=2, 解 得 
E 二 30,5 二 20,0 二 12. 见 图 1.24 


40 


(2 以 正方 形 为 面 的 于 多 面体 
这 时 有 具 能 每 顶 3 次 ,政和 ==25,0=: 
人 入 Euler 公式 得 


| 


< = 二 了 2 
解 得 = 12,b 二 8,w = 6. 即 它 是 正方 体 , 见 图 
] .235. 


(3) 以 正三 角形 为 和 面 的 正 多 面体 
(i) 若 每 顶 3 次 , 则 30=2e,0= 计 6, 池 p=。， 


p= 他 6, 代 入 Euler 公式 得 图 1.25 
4e 一 站 十 < =2， 
解 得 6 =6,v =4, w=4. 得 正四 面体 , 见 图 1.26. 


(说 右 每 项 4 次 ; 则 4v =28， ,= 六 se. 祁 9 


s ,= 冬 e, 代 入 Euler 公式 得 
逆 1.26 
Fe 一 后 十 4 二 2， 


解 得 es =12,v=6,9=8, 它 是 正八 面体, 见 图 1.27. 


(i 着 每 顶 5 次 , 则 $v = 2e， y= Ee,T p=e, CN 
2 \ 


pA = 3 ,代入 Euler 公式 得 7 
XX Se— eth4e=2, 
各 济 ， 解 得 s=30,u=12,p=20. 即 它 图 1.27 


一 是 正 20 面体 , 见 图 1.28. 
以 正三 角形 为 面 的 正 包 而 体 每 项 寻 的 楼 
图 1.28 不 能 多 于 5 条. 


/| 
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经 .上 所 述 , 正 多 面体 只 有 以 上 五 种 . 

1.8.2 对 偶 图 和 极 大 平面 图 

定义 3 G 是 平面 图 G 的 平面 嵌入 , 则 如 下 夯 出 的 图 好 * 是 
G 的 一 个 对 侦 图 ， 

(DG 的 每 个 面 内 画 上 全” 的 一 个 项 点 f”. 

(ii 当 且 色 妆 妃 的 面 记 与 上 有 公共 边 人 时 , 画 G* 的 一 条 边 
ese fifi, 

(iiiye 和 五 (G) 是 桥 时 ( 即 G -e 的 连通 片 比 8G 的 连通 片 儿 一 
个 ), 曾 G ”的 一 个 环 ,此 环 与 e 所 在 的 G 的 面 内 的 顶 f* 相关 联 
( 见 图 1.29). 癌 


图 1.29 
同一 个 平面 图 ,不 同 的 媒人 入 方式 ,所 得 的 对 侦 图 可 以 不 向 构 ， 
例如 图 1.29 中 , 桥 wiv 若 能 人 到 入 wapsng 内 , 则 G* 上 的 环 与 
vz 相关 联 . 又 例如 图 1.30 中 是 同一 个 无 桥 平面 图 的 两 种 平面 仙 
人 ,a) 的 对 偶 图 有 5 次 顶 ( 在 外 面 上 ),(b) 的 对 偶 图 无 5 次 顶 .还 
容易 得 知 , 若 G 为 平面 图 , 则 : 
(DelG)=vu(G ) ,eG)=e(G), de(f= de {ff*), 其 中 
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面 次 数 da{ 有 是 G 中 了 面 边界 上 的 边 之 条 数 ( 恬 要 数 两 遂 ). 
(DG 的 对 侦 图 G* 必 存 在 ,但 未 必 唯 一 ;G” 仍 为 平 图 . 
(ii)G 连通 , 则 (G*)"=G. 

(iv) 平 而 侣 |/ 宇 Go ,未 必 G7 空 如 > ， 


(0) (b) 


图 1.30 
定理 4 GG 是 平面 图 ,对 其 任何 平面 讶 人 ， 
>, df) = 2e(0), 


EE 


其 中 F(G) 是 G 的 平面 媒人 的 面 集 . 
证 SY d= DD df) = 2e(G’) = 2s(G), 证 
FE EWGo’) 


毕 . 

推论 3 G 是 v{G) 主 3 的 平面 图 , 则 e(G) 志 30(G) 一 6, 

证 ”只 需 对 连通 平面 图 来 证 明 , 因 vu 之 3, 最 然 d( 站 之 3, 其 中 
fFEF(G), 又 2e= >) d() 守 39, 由 Euler 公式 u-e+g=2 
得 TEFLC) 

30—3e+30=6,3u-6=3e -39>3e -2e=e ,证 毕 

推论 4 平面 图 G 的 最 小 次 数 8(G)<5. 

证 v=1,2 时 ,命题 自然 成 立 , 当 us23 时 ,由 推论 3， 


WA > dv)=2e(3v -6), 
veE VO) 
12 


80- . 
uy 
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故 得 5&5, 证 毕 ， 

定义 4 _G 是 平面 图 ,对 任 不 相 邻 的 顶 对 x,v,G + uv 不 再 
是 平 面 图 , 则 称 G 是 极 大 平面 疼 . 站] 

定理 $ GG 是 u(G) 实 3 的 极 大 平面 图 , 当 且 仅 当 GG 的 六 面 枢 
人 每 个 面 儿 3 次 . 

证 设 和 是 极 大 平面 图 G 的 平面 散 入 ,者 G 中 有 一 个 面 的 
边界 不 是 KK;, 则 在 此 面 边界 上 可 以 找到 不 邻 的 两 个 项 后 gmyCG 
+ uv 仍 为 平面 图 ,与 G 是 极 大 平面 图 相 韦 .可见 极 大 平面 图 的 每 
个 面 贤 3 次 . 

反之 , 若 G 的 每 个 面 弦 3 次 ,由 和 d(f)=2e R3g=2e, 


名 局 是 连通 图 ,由 Euler 公式 uu-8 二 wg=2 得 = 二 3v 一 6. 册 推论 
3, 平 而 图 边 数 上 上 界 为 3v 一 6, 所 以 G 是 极 大 平面 图 ,证 毕 ， 

推论 5 平面 图 G 是 极 大 平面 图 的 充 要 条 件 是 e(G) = 
3u(G)— 6. 

推论 6 G 是 ut 人 GG) 之 4 的 极 大 平面 图 , 则 8(G) 之 3. 

证 YYvyEV(G). 由 于 GG 是 平 面 图 , 故 6G 一 vv 也是 平面 图 . 
没 G' 是 6G 的 平面 忠信 ,> 必 在 G -Y 的 一 个 面 广 的 内 部 .又 由 于 
G 是 被 大 平面 图 ,G 一 wv 的 项 至 少 有 三 个 在 上 述 广 的 边界 上 , 故 在 
G 中 a (wv) 之 3, 由 vw 之 任意 性 ,8(G) 实 3, 证 毕 . 

1.8.3 ”Kuratowsky 定理 

相传 一 位 秦始皇 式 的 独裁 者 , 死 到 临头 留 有 遗言 ,把 土地 瓜分 
给 他 的 五 个 儿子 ,这 五 个 几 子 在 自己 分 得 的 领地 上 各 修筑 了 一 - 座 
宫 暴 ,他 们 还 企图 修一 些 道 路 ,使 得 每 两 座 宫 里 之 间 有 一 条 道路 直 
接 相 通 ,要 求 道路 不 能 交叉 . 愚 装 的 王子 们 虽 煞 响 兰 心 , 终 告 失 政 ， 

1930 年 ,波兰 数学 家 Kuratowsky 给 出 平面 图 的 充分 必要 条 
件 , 可 以 严格 让 明 上 述 五 宫 修 路 问题 无 解 . 

定理 6 K; 和 K; 3 是 非 平面 图 . 

证 uv(Ks)=5,e(K;)=10,3v -6=9, 不 满足 平面 图 的 必要 
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条 件 ssu 6, 吉 天 ; 不 是 平面 图 . 
对 于 氏 3 3， 因 它 无 奇 闪 , 所 以 无 子 图 KK;, 若 ;3 是 平面 图 ,每 
向 次 数 至 少 是 4, 于 是 
dp > d(f)} =2e=2x9= 18, 


IC PIR, 1) 
2s4.5, 即 gq 所 4, 由 Euler 公式 
2=u—eE+ m0- 0+4=1, 
这 不 可能 ,证 毕 . 
两 个 图 称 为 问 盱 , 行 其 中 一 图 是 另 一 图 的 某 些 按 内 ”加 上 ”一 
些 新 珊 得 到 .例如 图 1,31(a) 图 与 Ks 同 肛 ,的 图 与 天 3 53 问 有 蛙 . 


f [1 


团 1.31 

东 此 图 之 也 以 不 能 平 向 构 人 ,就 是 因为 它们 身上 长 了 与 K; 
或 天 ;33 同 且 的 子 图 那 种 恶性 肿块 . 

定理 7 了 (Kuratowsky ,1930) ”GG 是 平面 图 的 人 充 要 和 条件 是 5 中 
无 与 天 s 入 3.;3 问 肚 的 子 图 

定理 7 的 证 明 仿 长 ,此 处 从 略 . 

Kuratlowsky 定理 可 以 改 述 如 下 : 

G 是 平面 图 , 当 且 私 当 GG 中 无 通过 :系列 边 收缩 (Ge) 得 到 
Ks 或 到 ; 3 的 了 图 . 

例如 Perersen 图 ,如 图 1.32, 吕 以 收缩 成 民 : ,所 以 它 ( 也 称 
“小 妖 ") 不 是 平面 图 
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1.8,4 图 的 厚度 

非 平面 图 无 法 杠 入 平面 ,但 可 以 
考虑 分 层 锯 人 入 1 个 平面 的 问题 :G 的 
边 集 至 少 可 以 划分 成 几 个 子 集 , 合 得 
每 个 子 集 的 导出 子 图 此 平面 图 ? 

定义 5 车 G= 吕 6G,, 其 中 G 
是 G 的 平面 子 图 ,i = 1,2,…, ad， 
E(G NE(G, )= ,1 < ird, 
则 称 ( Cu Gz,…, Gz) 为 G 的 平面 分 


图 1.32 
解 ， 


9G)=minjad1(G ,Gr Ga) 为 平面 分 解 1 
称 为 G 的 厚 订 或 层次 . 门 
例如 9(KKs) =2.， 
在 现代 工程 技术 中 ,和 岳 要 求 出 图 的 厚度 ,例如 在 复 当 电路 布线 
问题 中 就 需 考 虑 相应 的 图 的 分 层 问 题 , 可 展 至 今 褒 无 公式 也 无 有 
效 算 法 确定 图 的 厚度 . 只 能 特 出 它 的 下 盘 . 


E 
定理 8 (D8(G)>| ,(v >2); 
(2) 车 G 不 会 三 角形 , 则 0(G) 之 1 一 3 
(3)0(R,)| 7 | (923). 
证 (1) 对 于 平面 图 ,0<e 拟 35 一 6, 从 而 


EE. 
0< 二 <1， 《oo>2)， 


, (vu >2); 


故 有 
E 
(GG) 之 | 丽 6| 
(2) 车 G 是 平面 图 , 且 不 含 二 角形,G 的 gq 个 面 之 次 数 分 别 为 
nN2;" ,Hp;: 显然 N41,2,*…， ,A an 一 2E , 故 
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得 4 多 28,9 扫 与 ,由 Euler 公 式 


2= ptu-e tue=0 -7 2 4, 
所 纹 
忆 
0< Al, (oo>2)， 
于 征 
ee 
gO | (>2). 
(3) 由 (1) 得 


o(K)>|1 | 


对 于 天 ,se= 立 wu- TD, 取 w=1- 邱 -0>3, 故 0<a<], 于 是 


OK )> 2 +1- 6 
_ b+ Su~—14 _ [uty 
| 和 (一 2) | | 6 |， 


值得 注意 的 是 上 面 纵 出 的 9G) 的 下 界 往往 健 小 , 例 好 4(Pe- 
tersen 图 ) =2, 但 


-la 
3v—6 30—6 ? 


误差 100 弟 ， 
习题 三 


1. 证明: 一 (e 忆 E(Ks)) 是 平面 图 . 

2. 证 明 : KK; 3 一 e (eSE(K;33)) 是 平面 图 . 

3. 试 把 Ky 授信 环 面 . 

4. 一 个 平面 图 G 为 自 对 偶 图 是 指 G 与 其 对 偶 图 G* 同 构 ,证 昌 
二 7 


(DG 是 自 对 偶 图 , 则 s(G)7=200G) 一 2， 

(2 对 每 个 ?之 4, 作 一 个 芭 顶 自 对 侦 图 . 

soft 之 11,G 是 平面 图 , 则 | (7 是 非 平 面 图 

8,9= |rj, zor! 3,S 是 平面 点 集 , 它 的 任 二 点 踊 
网 至 少 为 1 , 则 其 中 最 多 3 -6 对 点 ,每 对 点 相距 恰 为 工 

7. 正二 二 面体 与 正六 面体 的 对 借 图 是 什么 ? 

8, 图 1,33 是 平面 向 吗 ? 


1.33 

9.G 是 平面 图 , 则 

UETe=wtl. 

10. 大 多面 体 的 每 两 个 面 宇 多 有 一 条 公共 边 , 则 它 至 少 有 了 两 
个 面 有 相同 的 边 数 . 

11 .CC 由 于 ;3 添加 两 个 委 次 硕 构 成 , 则 人 是 非 平面 图 . 

12. 把 平面 划分 成 p 个 区 域 , 每 两 个 区 碟 背 相 邻 , 问 gp 最 天 
是 和 多少 ， 

13. 平面 图 的 平面 徐 人 可 以 司 每 荣 边 和 崩 时 直线 段 . 

14. 平面 图 的 平面 主人 可 使 每 个 点 在 同一 个 夯 上 , 则 称 其 为 
外 可 平面 图 ,证 明 :G 是 外 可 平面 图 的 充 要 条 件 是 G 不 会 天 4 与 
Kz 3 的 同 眶 . 
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1.9 纵深 搜索 和 平面 堆 入 算法 


1.9.1 广度 优先 与 深度 优先 搜索 算法 

1 广度 优先 搜索 算法 (HBreadth first search)BFS 算法 

(DYvEV{G), 标 号 1(w)=0, 今 1=0. 

(2) 当 所 有 标号 为 :的 项 2 的 相关 联 的 边 的 端点 内 已 标号 , 则 
转 {3); 奋 则 ,把 与 n 相关 联 的 未 标 与 的 贰 次 标 以 7+ 1 并 记录 这 
些 边 , 用 1+1 代替 /1, 转 (2)， 

(3) 止 . 口 

定理 1 BFS 终 人 时, 仍 有 未 标志 的 斋 , 则 GG 不 连 遂 ;否则 ， 
BFS 广东 的 边 导出 的 子 图 是 G 的 生成 树 . 

证 ”由 BFS 的 执行 过 程 知 ,标号 之 顶 与 0 号 顶 是 连通 的 , 震 
终止 时 ,所 有 的 丽 丝 已 标志 , 则 由 记录 的 边 导 出 的 G 之 子 图 是 如 
的 连通 生成 子 图 , 叉 顶 不 二 次 标号 ,所 以 
此 生成 子 图 中 无 图 , 它 是 G 的 生成 树 . 
否则 , 即 BFS 终止 时 仍 有 本 标志 的 项 ,未 ， 
标号 的 顶 与 已 标号 的 项 不 可 能 连通 , 避 
是 不 连通 图 ,证 毕 . 

例如 图 1.34 中 ,项 处 的 数字 是 i 
Cv) ,过 竺 小 圈 内 的 数字 表示 边 被 记录 的 
批 次 ,波纹 线 表示 的 边 导 出 生成 树 . 国 1.34 

2) 深 度 优 先 搜索 算法 (Depth first search) 

DEFS 算 法 是 图 论 的 最 重要 算法 之 一 , 它 的 思路 可 以 用 迷 官 法 
则 来 表述 ,图 1.35 是 1690 年 独裁 首 威 廉 王 修筑 的 迷 宣 的 示意 图 ， 
其 廊 址 至 今 仍 保留 在 奥地利 . 

枯 书 法则 : 

任务 是 从 事先 未 知 其 结构 的 迷 定 之 人 局 出 发 ,每 个 走廊 都 要 
搜索 ,再 从 人 人 门 退 出 .为 了 不 多 圈子 尽快 退出 ,要 记 住 哪些 走 亡 已 
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经 走 过 , 沿 着 未 走 过 的 走廊 尽 可 能 远 地 走 下 去 , 走 到 已 无 未 走 过 的 
走廊 可 选 时 ,党 来 路 问 返 ,到 某 一 路 局 ,发 现 可 通 往 一 条 未 走 过 的 
走廊 时 , 治 此 走廊 搜索 ,依次 类 推 ,直至 完成 任务 . 


em 
Em 


图 1.35 

神话 中 雅典 王子 起 修 斯 就 是 在 公主 亚 丽 阿 特攻 助 下 ,用 绒线 
作 标 志 , 拉 上述 迷 官 法 则 深入 搜索 了 克 里 特 岛 上 人 面 妖 精米 诺 托 
的 迷 官 , 斩 掉 了 这 个 吃 人 魔王 ,安全 地 从 其 迷 窗 人 口 撤 出 的 . 

1973 年 ,用 上 述 迷 种 思路 ,Hoperoft 和 Tarian 设计 丁 下 面 有 
效 的 DFS 算法 . 

DFS 算法 : 

【1 标志 一 切 边 “未 用 过 ” ,对 每 压 vE VG),k(0)<0,i< 人 0， 
3 

(2)i-i+1,k(v)ei. 

(3) 阁 vv 无 未 用 过 的 关联 边 , 转 (5). 

(4) 选 一 条 未 用 过 的 与 v 关联 的 边 e = ww, 标志 e" 用 过 ”, 硅 
k(t)=0, 转 (3); 否 则 fw 一 v ,vw, 转 (2). 

(5) 基 i(v)=1, 目 . 

(6) vf(vw), 转 (3). 口 

在 DFS 算法 中 ,k{vo) 称 为 硕 wv 的 DFS 编码 ; f(vw) 册 做 之 
公 , 厂 加 司 开 吕 ) 之 子 , 雪 父 为 是 以 子 为 头 的 边 叶 做 父子 边 . 非 父 于 
边 称 为 返回 壕 . 

SO 


DFS 与 BFS 的 时 间 复 杂 度 管 为 O({ECG)|). 

图 1.36 是 DFS 执行 的 示意 图 , 标 了 箭头 的 边 是 父子 边 ,它们 
导出 的 是 生成 树 ,* 是 DFS 的 出 发 点 ,是 DFS 产生 的 外 向 生成 树 
的 根 ,虚线 表示 返回 路 线 . 在 DES 中 ,图 的 每 边 怡 通过 两 次 又 回 到 
出 发 成 ， 

定理 2 GG 是 连通 图 , 则 DEFS 产生 的 父子 边 导 出 的 子 图 是 以 
s 为 根 的 外 癌 生 成 树 . 

证 显然 ,在 父子 边 导 出 的 子 图 上 ,d (ss)=0,v 关 s 时 ， 
qd (oo)=1 .作为 无 问 图 而 言 , 父 子 边 的 导出 子 图 是 无 圈 的 连通 
图 ,所 以 是 树 , 考虑 序列 wo 二 ,v1 v2,"… ,其 中 (wv;) = v41. vp 
天 > ,因为 ; 的 父亲 了 (s) 不 存在 ,所 以 这 一 序列 止 于 s .从 5 语 此 序 
列 逆 回 运行 ,得 到 从 s 到 wo = m 的 一 条 有 问 罗 ,由 的 任意 性 ,可 
见 父子 边 导 出 的 是 以 * 为 根 的 外 向 生成 树 ,证 毕 . 


Ep 


转 1 .36 

定理 3 在 DFS 中 ,e=ab 是 返回 边 , 则 要 人 妈 a 是 5 的 祖先 ， 
时 么 口 是 上 的 后 代 子 孙 ， 

证 设 &(a)< 世 (5), 在 DFS 的 活动 中 心 , 即 算 法 中 的 vw, 只 
沿 父 于 边 移 动 .者 a 不 是 8 之 祖先 ,但 由 有 lta)<k(5),& 比 5 先 
“人生”, 即 活 动 中 心 称 至 5 之 前 ,已 从 a 移 到 a 的 某 个 前 佛 . 然 而， 
由 算法 知 , 仅 当 与 a 关联 的 边缘 被 用 过 后 才 合 行军 其 父 , 这 说 明 e 
已 被 用 过 ,5 在 a 之 前 已 被 发 现 , 应 有 天) 二 表 (a 与 天) 扫 开 


> 


(5 矛盾, 故 a 是 bp 之 祖先 . 

同 理 当 上 5)<k(a) 时 ,a 是 5 的 后 代 , 证 毕 . 

例如 图 1.36 中 , sv; 是 返回 边 ,s 是 v3 的“ 祖父",vwy 是 :之 
< 了 条” 

1.9.2 求 割 项 和 块 的 算法 

三 是 连通 图 ,wwE VG),G 一 wv 不 再 连通 , 则 称 w 是 G 的 割 
项 ,无 割 顶 的 图 叫做 块 ,上 中 成 块 的 极 太 子 图 此 做 GG 的 块 ， 

我 们 把 经 过 DFS 的 无 向 图 定向 成 有 向 图 ,父子 边 从 父 问 于 加 
箭头 ,返回 过 以 祖 为 头 ,再 规定 顶 的 标 导 fw}; 从 vw 出 发 消 有 了 问 
轨 可 以 到 还 的 顶 x 中 ti) 的 最 小 值 记 成 i 站) ,此 种 有 了 问 畔 长 可 
以 鸭 零 ,但 至 多 允许 会 一 条 返回 边 .例如 图 1.37 中 ,顶点 第 一 个 数 
是 (2) ,第 二 个 数 是 vw) ,2 v=7 ,2(vw2) 三 1v) [va) = 
liu) 二 =u) = i(v7) = 2, 


I 4 Bs Pe 


图 1.37 
定理 4 DFS 中 ,ce = wv 是 全 于 运 , 且 下 (全 天 
(a), 则 z 是 割 项 . 
证 令 S 是 从 根 * 到 # 的 轨 上 含 r 而 不 含 & 的 一 切 便 组 成 后 
集合 ,了 是 以 vw 为 和 根 的 子 树 上 的 项 集 . 由 定理 3, 不 他 在 连接 工 与 
V- (SUila)UT) 的 边 , 若 存在 连接 :了 与 ;ES 的 边 4;， 则 它 
是 返回 边 , 晶 (5) 之 (aw), 这 时 27 人 vw 所 ts) 寺 衣 (u), 与 已 类 
Co 二 RC(u) 蔬 盾 , 夏 15 这 种 过 不 存在 ,上 帮 w 是 割 措 ,证 毕 . 
$2 


例如 图 1.37 中 ,wws 是 委 于 过 ,HL h(t)=2>1.1(vs)=2， 
又 上 (wa) 二 2, 由 定理 3,wva 是 割 陆 ， 

定理 5 厅 4 是 连通 图 G 的 制 员 ,经 DFS 后 ,&( 4) 之 1, 则 
存在 父 于 这 e= ww ,使 得 i vw) 守 上 (n). 

证 因 是 制 硕 , 设 V- ui 划分 成 VV, Va， Va GLYV,] 
是 一 上 的 连 授 片 ,i =1,2,… ,mm( 这 2), 则 浪 i1 关 7 时 ,在 GG 上 从 
V, 到 V 的 一 切 胃 错 售 4; 又 (4) 之 1,4 不 是 有 向 生成 树 的 根 , 不 
妨 没 rE VI,r 是 根 , 在 DFS 过程 中 ,活动 中 心 必然 要 通过 , 设 
dy 是 名 名 玉 的 第 一 条 父子 边 , 设 总 Eva, 因 无 连通 Ya 当 Y- 
Ci) 之 间 的 边 , 吉 Lv) 宇 ktw) ,证 毕 . 

定理 6 r 是 对 G 的 DFS 过 筝 中 生成 树 的 恨 ,r 是 图 GG 的 制 
项 的 充分 必要 策 件 是 至 少 有 两 条 以 7 为 尾 的 父子 边 ， 

证 各 7 是 对 GG 的 DFS 的 生成 树 的 根 ,和 且 r 是 上 6 的 割 项 ， 
Vi V2 Vm 是 VV 一 1 的 一个 划分 ,GG| VV: 是 GG 一 + 的 连通 
月 本 ] ,2 时 ,Vi 守之 国 的 轨 者 含 x ,这 时 没有 起 
于 边 rataE VY) 而 止 于 VW 中 顶 的 树 凸 的 有 向 轩 , 故 至 少 有 疯 条 
以 为 尾 的 父子 边 . 

甘 roiyroa 是 两 条 父子 过 ,了 是 根 在 富 的 子 树 ,由 定理 3. 无 
连接 CI 三 VGN WETDr 有 之 顶 的 过 ,又 YIGN 一 CCY 
(Tri 天 的 ,可 了 是 如 的 惠 斋 ,证 毕 ， 

求 取 制 顶 与 块 的 算法 : 

1) 标 一 切 边 未 用 过 ,S$S = 份 , 对 每 席 vEVIC) Ru)<0，; 
< 和 

(C237 二 1 上 jo- 把 名 故 入 先入 后 出 存储 器 S. 

(3) 若 记 无 未 用 过 的 关联 过 , 转 (5). 

(4) 选 一 末 用 过 的 边 es = vw; 标志 e 用 过 了 了 , 若 (au) 了 0, 今 
{Coeminif(gvg)}, (Cat 转 (03); 否则 (Ci)=0), 令 Ff{w) 一 v， 
U2 

CS)kRCFACV)) = 1, 转 (9). 

入 和 


(6) (Fw) 闫 5) 车 [vwv)<E(F(v)), 则 
(Fv) minil( flv)), (vw)), 

转 (8) ， 

CTCo)) 宇 (了 (wv))F(w) 是 制 顶 ,把 S 中 包括 % 在 内 的 
上 部 之 项 移出 ,这 些 顶 连同 f(tw) 导 出 一 个 块 . 

(8)vu 呈 fv), 转 (3)， 

(9) 把 S$ 中 连同 w 在 内 ww 上方 之 项 移出 ,这 些 顶 连同 ; 导出 
一 个 块 . 

(10) 阁 * 无 未 用 过 的 关联 边 ,J 上 . 

(11) 项 ss 是 割 硕 , 令 vw 一 ; , 转 (4). 口 

上 述 算 法 的 时 间 复 杂 度 是 O(|E(G)|). 

这 个 算法 把 G 上 的 -切割 顶 和 块 都 找到 了 . 

1.9.3 有 向 图 的 DFS 和 极 大 强 连通 子 图 的 算法 

1) 有 向 图 的 DFS 

有 上 阿 DFS 算法 : 

(1) 标 志 每 条 边 未 用 过 ,对 每 个 硕 wE V(G),k(v)< 一 0,i<0， 
A) 未 定 .v 一 ssE WV(G), 是 搜索 出 发 点 ). 

(2)i7 十 二 ,天 了) 

(3) 硅 无 以 v 为 尾 的 未 用 过 的 边 , 转 (5). 

(4) 选 一 条 未 用 过 的 边 e= vu ,标志 e 已 用 过 ;着 放 Cw) 关 0, 转 
3) ,者 RE 一 全 mA , 转 (2). 

(5 看 f(w) 已 确定 ,wf(v), 转 (3)， 

06) 在 六 vw) 未 确定 ,选项 4 满 星 &Cw) =0, vu, 转 (2). 

(7) 上 上 (所 有 项 组 被 搜索 ).[] 

上 述 算 法 的 时 间 复 杂 度 为 DO(|E(CGY)|). 

有 向 图 经 DFS 之 后 , 边 可 分 成 四 种 : 

(1) 父 于 边 : 导 出 生成 林 , 见 图 1.38 中 的 粗 实 线 . 

(2) 返 相 边 :后 代 指 向 祖先 之 边 , 如 图 1.38 中 的 vw. 

(3 前 进 边 :祖先 指向 后 代 孙 的 边 , 如 图 1.38 中 的 wu 
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(4) 模 跨 边 :生成 林 之 则 的 边 , 如 图 1.38 中 的 vsvz, v5w4， 


图 工 ,38 


2) 求 极 大 强 连 通 子 图 的 算法 

在 有 同 图 恕 中 ,x,y€E VY(G), 且 存在 有 同 各 P(xz,y); 赠 称 
x 可 达 y; 若 工 癌 达 yy 亦 可 达 工 , 记 成 了 一 yy“ 一 "是 一 种 目 反 
的 .对 称 的 和 可 传递 的 关系 .用 一 把 YIGJ) 划 分 成 在 干 等 价 类 ,每 
一 类 之 导出 子 图 叫做 G 的 一 个 极 大 强 连 通 子 图 . 或 者 说 , 极 大 强 
连通 子 图 是 其 任 一 对 了 顶 可 以 彼此 到 达 ,但 册 添 加 一 个 顶 则 不 会 如 
此 的 一 个 于 图 . 

求 极 大 强 连 和 通 子 图 的 算法 ; 

(1) 标 志 一 切 边 未 用 过 ,对 每 一 大 vvEV(G) ,kv)0, (vw) 
末 定 ,S= 人 名 ,i< 了 0, 活动 中 心 ws(sE V(G)). 

(2)i7+ RU),2(v) 一 i 把 wv 放 人 人 5S. 

(3) 若 无 以 v 为 尾 的 未 用 过 之 边 , 转 (7). 

(4) 选 一 未 用 过 的 边 e= vu ,标志 e 用 过 了 ;车 tu)=0, 则 
《ay ay 转 (2). 

(5) 若 上 (a) >k(v)(e = wu 是 前 进 边 ). 转 (3)3 看 六 () 扫 大 
(Cv), 和 9S, 转 (3). 

(Oka kv),uEs, 今 

{vminli(v),k(u)l|, 
靶 (3) 
se 


(7 人 ou), 则 下 至 ， 的 $ 中 之 顶 全 移出 ,它们 导出 一 
个 极 大 强 连通 子 图 . 

kg 和 行 /vw} 册 确定 , 则 

fv-min|i( Fo) Co ,vw flv), 

转 {3). 

(9) fw) 霖 确定 , 荐 存在 x EV(O) ,KRC =0, 则 we4, 转 {27. 

(107) 北 {一切 顶 被 搜索 } .站 

上 上 上述 算法 的 时 间 复 杂 度 为 (IE|). 

1.9.4 平面 能 入 算法 

Kuratowsky 定理 给 出 了 平面 图 的 充分 必要 条 件 , 但 要 真 的 检 
输 人 中 究竟 有 无 天 或 民 ;.3 的 同 胚 子 图 ,我 们 并 无 良策 .下 面 给 
出 一 个 有 效 的 平面 伐 人 算法 ,算法 终止 时 ,实现 了 平面 符 人 者 .和 白 
然 为 平面 儿 ,和 否则 为 非 平面 图 . 这 个 算法 集 判 定 可 否 平 面 腻 人 与 实 
班 平面 秆 人 于 一 身 , 它 是 1966 年 Lempel, Even 和 Cederbaum 给 出 
的 , 唤 做 “顶点 深 加 平 面 柜 人 法 ” 

1) st 编码 

因为 G 为 平面 图 的 充分 必要 条 件 是 局 的 块 血 平面 图 ,下 面 总 
足 假设 G 是 一 个 块 . 

到 = st EELG), 称 满足 下 列 条 件 的 一 一 映射 g 为 图 G 的 5 
编 侯 : 

NV),2,..…,v}, 

使 得 (1) yg(s) =1,2) g(t) vv, (vuE VG)— Isy,r! , 则 存在 v 
的 两 个 邻 顶 w ,zo, 有 gu 人 gu) p(w ), 

自 否 任何 块 都 有 st 编码 呢 ?” 如 果 , 如 何 编 ” 为 此 建立 所 谓 寻 
中 算法 ， 

寻 路 算法 : 

0) 对 避 执 行 DFS, 日 取 庆 (1)=1,&(s)=2{ 即 1 是 DFS 的 
出 发 点 ,s 是 + 的 儿子 ) ,把 s,t 及 过 点 标 成 “ 老 的 ” ,其 余 边 皆 标 成 

$6 


(]) 右 zsEVICG) ,存在 新 的 返回 边 e= ro(R(o Ra 
则 杯 是 老 的 ” ,得 路 zw, 止 . 

(2) 坷 存在 "新 的 "父子 边 ee 二 we(k(wj>k(iw)), 从 ee a 
追 踩 定义 的 mo) 的 路 ( 洛 父 子 边 前 进 , 道 过 一 条 返回 边 在 一 顶 
结 来 ,其 中 (Cw)= (ww)). 把 此 路 上 - 切 硕 与 边 标 成 “ 老 的 " 

(3) 夺 存在 “新 的 ”返回 边 。 = wv (kw) 六 E(vw)), 则 从 及 
父子 边 也 行 直至 一 个 “ 老 顶 ”, 此 路 上 的 一 扫 顶 与 边 标 以 “ 老 的 ", 目 . 

《一切 坷 二 关联 的 这 缘 “ 攻 的 ”产生 空 路 .于 

上 述 算法 时 间 复 杂 度 为 OfECG) 

定理 7 二 路 算法 忠 从 老 夺 vw 开始 ,vw 关 1, 则 老 顶 之 视 先 也 
是 若 的 ， 

证 ”用 数学 归纳 法 来 证 . 若 v= s,s; 之 诅 先 居 1,t 是 老 的 , 命 
如 成 立 . 俯 设 己 经 进行 了 次 导 路 ,每 次 和 丝 从 老 顶 出 发 , 且 关 顶 之 
祖先 绢 老 顶 .考虑 p + 1 次 寻 路 之 后 ,从 寻 路 的 四 个 步骤 可 以 看 
出 ,其 中 任何 一 条 执行 时 ,命题 结论 仍 正确 ,证 毕 . 

定理 8 G 是 块 ,从 老 硕 vv 出 发 (w 闫 1) 寻 有 路 , 则 每 次 产生 一 
个 新 边 新 项 的 路 ,此 路 止 于 另 一 老 顶 ,或 是 wv 的 一 切 关联 边 名 老 
的 ,产生 空 路 . 

证 只 需 和 考虑 寻 路 算法 中 的 2. 央 是 块 ,w 非 割 顶 , 则 ; 
xs< Ru) 收 4) 寻 路 之 终 正 点 站 是 5 之 祖先 ,由 于 vw 是 老 的 ， 
由 和 定理 7,x 也 是 老 的 ,证 毕 . 

4 编码 算法 : 

(1 9ES,s 在 1 上方 . 

(2) 丰 vv 在 5S 的 顶部 ,把 w 从 S 中 移出 ; 若 =tgfe)ei, 止 . 

3) 大 v 关 1 ,对 vw 执行 寻 路 算法 , 若 从 wv 始 寻 到 的 是 空 路 , 则 
gt{ oi, 11+1, 转 (2). 

(4) 香 得 的 路 非 空 , 设 它 是 va wo une; 按 yu, 2， 
4&1 的 顺序 把 它们 放 人 5S, 转 (2). 

| 述 算法 的 时 间 复 人 条 度 是 O{| ECG)|). 
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定理 9 ;i 编码 算法 给 出 的 确 是 st 编码 . 

证 我们 从 算法 发 现 三 个 事实 : 

(i) 设 有 一 个 项 同时 出 现在 S$ 的 两 上 或 更 多 的 位 置 上 . 

(i 一旦 wv 出 现在 S 中 ,S 中 在 > 下方 的 硕 直 到 % 得 到 编码 
章 是 不 会 得 到 编码 的 . 

(iijD) 仪 当 写 vw 关联 的 边缘 “和 老 的 "时 ,此 顶 才 从 5S 中 移出 ,不 
再 进 人 S. 

下 面 来 证 上: 身 出 S 前 ,每 个 项 都 会 放 和 人 S$. 因为 开始 时 ,i 与 8 
己 在 S 中 ,我 们 只 考虑 人 告 和 5,z|; 因 如 是 抉 , 则 从 s 到 有 一 条 
不 过 + 的 畔 . 设 此 轩 为 sw2aa… uy_1v, 这 里 5= ,v= ,有 匡 
是 末 放 人 5 的 第 一 个 顶 , 因 wj 已 放 人 5, 出 (0 ,t 只 能 在 2 .1 
之 后 窒 移 出 ; 且 由 (iii) ,ww -1 被 移出 ,只 能 在 与 之 关联 的 一 切 边 皆 
老 之 后 ,所 以 uj 必 于 ! 被 移出 前 放 人 5. 

下 面 证 明 得 到 的 确 为 sz 编码 . 

因为 每 项 放 人 3 后 ,终究 要 被 移出 ,所 以 每 项 皆 得 一 编码 g 
(90), 显然 gls) 一 1, 因 为 ; 是 第 一 个 被 移出 者 .以 后 的 赋值 是 递增 
的 , 破 g(1) =v, 其它 项 第 一 次 放 人 人 S$ 时 ,是 做 为 一 路 之 内 顶 , 故 
在 SS 中 ,此 顶 下 方 还 有 一 个 在 G 中 相 邻 的 项 ,上 方 也 有 一 顶 是 此 
顶 在 G 中 的 邻 项 ,由 ( 记 ) ,在 此 项 上 方 那个 顶 编 号 小 ,此 项 下 方 那 
个 顶 编号 大 , 放 E 是 一 个 页 编码 ,证 毕 . 

2) 顶 点 添加 平面 授 人 算法 

设 G 是 块 ,已 被 st 编码 ,我 们 用 sz 体 来 称呼 该 顶 , VW = |11,2， 
… ,再 把 G 定向 ,使 每 一 条 有 向 边 此 是 尾 小 于 头 .于 是 ; 

《1)d (=0,1 是 唯一 的 源 ,只 出 不 人 . 

(2)d (wv) 二 0,v 是 唯一 的 坑 , 只 人 不 出 . 

(3JvEji23 一 atgolz ayz0,nv 非 源 非 坑 ,有 
进 有 出 . 

记 上 G 是 平面 图 所 的 平面 戏 人 ,Ge = G[11,2,…,k1], 妈 GG, 
是 顶 子 集 浊 ,2,…, 上 | 的 导出 子 图 . 
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引 理 1 设 G;, 是 含 于 中 的 (3 之 平面 媒人 和 , 则 G -V 
(G8) 的 一 切 硕 与 过 皆 舱 入 G1 的 一 个 面 内 部 ,其 中 < 

证 GG 一 V(G') 的 硕 集 非 空 ,WW VG 一 YIG 站 
VC)= 分, 所 以 存在 ;的 一 个 面 站 ,了 内 合 G 一 VLG;) 的 车 
二 个 项 .又 因为 边界 上 的 顶 丝 小 于 Ff 内 部 的 顶 ( 了 内 之 项 是 V 
CG 一 V(G')) 中 的 ,都 比 训 大 ), 于 是 内 的 最 大 的 顶 必 为 坑 , 不 
然 ,到 一 边 以 它 为 尾 ,此 边 之 头 是 比 尾 更 大 的 顶 ,此 头 不 在 f 内， 
必 储 了 边界 上 ,而 上 的 项 属于 G5 ,都 不 大 于 到 ,矛盾 .又 G 只 有 
一 个 坑 , 所 以 内 部 含 G VG) 的 一 切 顶 与 边 ,不 然 ,在 后 
的 为 一 个 面 产 内 仍 有 GG - YIG2) 的 顶 ,于 是 同 理 得 知 产 内 亦 有 
坊 , 与 坑 的 唯一 性 相 违 ,证 毕 . 

由 引 理 上, 我们 可 以 把 @ ~ VY(CG2) 的 顶 与 边 戏 人 G1 的 外 
面 内 ， 

找 们 如 下 地 生长 一 个 灌木 ;把 Cs 的 顶 按 # 号 码 放 在 从 第 一 
乓 到 第 u 层 的 水 平 线 上 ,再 夯 上 边 ,实现 G 的 平面 鹏 入 GCG' .再 从 
G% 的 项 出 发 不 交叉 地 夯 出 进入 VCG) 一 V{G,) 的 一 切 边 .不 过 
这 些 边 的 头 画 在 最 高 层 的 水 平 线 上 ,其 中 两 条 边 有 同一 个 头 时 , 画 
成 两 个 头 ,再 把 这 些 头 标志 以 G 中 的 
xt 编码 . 这 时 ,可 能 有 几 个 在 最 高 层 C2) 
的 顶 有 相同 的 号 码 ,它们 在 G 中 本 来 下、 
是 同一 个 项 1) 4 ) 

称 最 高 层 的 顶 为 虚拟 硕 ,以 虚拟 (3) 


顶 为 头 的 边 叫 做 虚拟 边 ( 见 图 1.39， AN 
图 1.40). (6) Cs ) 


若 Bi 的 上 十 1 号 虚拟 价 连 嘻 地 
出 现在 最 高 层 ,就 把 这 几 个 顶 重合 成 
一 个 顶 ,保持 其 关联 的 边 不 交叉 ,并 图 1.39 
把 此 项 从 第 uv 层 拉 下 来 , 放 存 第 +1 层 上 . 
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冉 把 从 +1 吕 顶 出 发 的 虚拟 边 与 虚拟 顶 画 好 ,得 灌木 Bi, 1. 
这 一 过 程 奇 总 能 进行 , 则 可 得 灌木 B,, 即 得 到 了 G 的 平面 嵌入 . 

问题 在 于 此 有 和 办 法 解决 虚拟 项 上 同一 号 码 老 在 第 v 层 水 平 
线 上 不 连 贷 的 问题 , 为 此 我 们 讨论 图 (未 必 是 块 ) 的 “元 件 " 概 念 . 

在 如 -vz 中 取 一 连通 片 GGLVCG JU 叫做 的 关于 
2 的 一 个 元 件 . 

引 理 2 设 包 是 Bi 的 割 硕 ,6 交 1, 则 怡 有 Bi 关于 vw 的 -- 个 元 
件 , 傅 有 比 v 小 的 顶 ， 

证 出 sf 人 码 之 定 久 , 任 取 EV(iB,),1 所 x& 之 vw, 椒 妨 设 
r 并 , 存 信 之 上 wit 七 E{B,}; 存 在 ul ou E(B,); 
.于 不 找到 了 一 条 从 1 到 & 但 不 超过 % 的 道路 . 即 一 切 比 vw 小 
的 项 在 Bi 一 的 同一 连通 片上 ,于 是 w>1 时 , 恰 有 一 个 元 件 含 比 
x 小 的 顶 ,证 毕 . 
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图 1 .40 
引 霸 2 的 意思 是 , 苟 vw 是 BB 的 割 顶 ,除去 会 | 的 那个 美 于 性 
的 匹 件 , 共 它 关上 二 和 的 元 件 ,v 都 是 最 小 的 顶 ,而 这 些 以 vw 为 最 小 
低 ) 的 顶 的 每 个 元 件 又 是 以 v 为 根 的 子 灌木 ,每 个 子 灌 术 可 以 以 
为 根 翻 转 180"( 我 们 约定 恨 在 最 下 方 ) 战 者 把 同根 的 灌木 们 位 党 
进行 置 措 ,以 期 +1 号 虚拟 硕 在 最 高 层 连 人 鞭 出 现 ( 风 图 1 .41). 
在 网 .41 中 ,把 外 与 多 导出 的 元 件 和 人 管 与 全 导出 的 匹 件 对 
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映 ,再 把 山 由 国电 节 导 出 的 元 件 翻转 180 ,之 后 以 多 为 根 在 旋 到 
最 右 侧 , 则 造成 三 个 蝎 连 贯 出 现 的 现象 ,最 上 层 的 排列 为 @@ ,号 ， 
9.9.0.9.0 

四 理 3 人 妨 玫 是 记 的 其 , VHD) 过 Ty yo yy39， 
是 号 一 五 (五 ) 中 这 之 半点, 刚 所 有 的 人 在 起 
的 每 一 种 平面 租 信 形成 的 灌木 B', 都 在 互 的 平面 敌人 开 的 外 面 
边界 上 , 且 顺 序 相 同 ( 可 以 是 硕 时 针 排 到 也 可 以 是 道 时 针 排 列 ). 

证 设 在 B, 中 ,HH 的 髓 大 为 五 , 则 1 是 B， -上 
(里 ) 的 边 之 器 扣 ,所 以 yi1,y2，… ,ym 在 五 的 外 面 边界 上 是 显然 
的 ， 
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图 1.41 
设 Bi,BB; 是 避 的 两 个 不 同方 式 画 出 的 灌木 ,H 是 其 中 的 
块 ,HH 的 平面 能 人 分 别 五 与 五 ;存世 ,和 在 五 的 外 边界 上 相 邻 ， 
但 在 五 外 边界 上 不 相 邻 , 则 王 外 边界 上 有 另外 两 个 顶 闪 六, 它 
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们 即 离 了 .9 ,在 H 中 有 两 条 轩 Pi(y,, yy) 与 Pa yes Y) ,它们 无 
公共 顶点 ,但 在 五 中 这 样 的 两 条 轨 不 存在 ,市 盾 , 所 以 B; 的 不 沁 
能 和 方式 不 影 呈 yy-… ;ys 在 理 的 脱 入 中 在 外 边界 上 的 想 邻 

定理 10 设 B', 与 B'; 是 GG 的 两 个 灌木 , 则 存在 有 限 次 B'， 
中 元 件 的 翻转 与 置换 ,使 得 B', 变 成 B" ,日 B' 与 B's 中 典 拟 顶 
出 现 的 次 序 一 伊 . 

证 ”对 项 数 进 行 数学 归纳 法 证 明 . 

契 吕 与 引 只 两 个 顶 , 佣 题 显然 成 立 . 

假设 对 顶 数 志 pp -1 的 灌木 是， 与 中， 定理 已 成 立 ,考虑 顶 数 
为 5 的 两 个 灌 术 , 令 w= 1( 根 ). 

(在 是 Bi 与 Bi; 的 割 硕 ,我 们 把 关于 的 元 件 ( 子 浴 木 ) 
排列 得 脑 序 一 致 .由 归纳 法 假设 ,BB", 中 的 每 个 以 6 为 根 的 子 河 木 
可 以 通过 有 限 次 元 件 的 翻转 与 置 摸 而 使 其 虚拟 顶 的 排列 与 Bi 的 
相应 车 灌木 - 致 ,从 而 定理 成 亲 . 

(在 与 相 是 是 与 Bi 的 制 项 , 设 互 是 售 w 的 块 ,在 B', 与 
Bi 中 , 理 的 府 入 分 别 是 互 与 是 . 设 |y, yp,… ,| 是 末 之 项 集 
的 子 集 , 且 yy ,yz ;Yn 部 是 (Bi) 一 玉 ( 厅 ) 中 边 之 并 点 ,由 引 
理 3,y1,y2 ;Ym 部 出 现在 旦 与 地 外 而 边界 上 .车 绕 行 顺序 相 
到 , 则 可 把 如 翻转 使 yy 按 同 一 绕 行 方向 站 里 和 与 囊 的 
外 边界 上 顺序 一 致 ,由 引 理 2, 每 个 wii=1 2 :7) 篆 是 某 子 灌 
木 的 根 . 日 .这 些 于 灌木 在 B' 与 五 中 出 现 的 次 序 , 由 引 理 3, 可 以 
变 成 一 致 .由 归纳 法 假设 ,每 个 上 述 子 灌木 可 以 经 有 限 次 翻转 与 置 
换 ,使 相应 的 子 灌木 上 的 春 拟 顶 出 现 的 次 序 一 致 ,进而 B' 与 了 0 
的 虚拟 顶 出 现 的 次 序 一 致 ,证 毕 . 

由 引 理 1 知 , 把 6 散人 平面 时 ,可 以 把 GG 一 VCG'%) 的 边 与 
顶 髓 在 Gy 的 外 面 内 ,所 以 存在 一 种 B, ,使 得 &+ 1 号 虚拟 顶 在 最 
沿 层 连贯 出 现 ; 倘 者 我 们 在 画 漆 本 B; 时 ,最 高 层 上 天 + 导 虞 拟 
项 未 能 连贯 出 现 ,由 定理 10, 总 可 以 通过 元 件 的 翻转 与 置换 ,使 
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] 寻 庶 所 项 在 最 高 层 连 中 出 更, 进而 得 到 局 | ,BB -3， ,上 B, ,最 


习题 四 


1. 让 册 :DFS 得 到 的 生成 树 上 ,一 个 团 的 一 切 顶 必 出 现在 一 
条 有 回 道 路 上 ;它们 是 否 连 贯 地 出 现 ?” 论证 你 的 答案 . 

2, 设 上 G 是 连通 图 ,(0) 顶 nw 关 s 是 割 顶 的 充 本 条件 是 当心 上 
的 PDFS 终 止 时 ,存在 父子 这 zw .不 疗 在 返回 边 xy, 使 得 x 是 的 
后 代 ,y 是 xz 的 祖先 (设计 一 个 时 间 复 杂 度 为 (IE |) 的 求 审 
项 的 算法 , 且 能 产生 块 . 

3. 蕊 是 有 问 图 上 的 有 向 圈 , 执 行 DFS 时 ,vw 是 C 上 (vw) 最 小 
者 , 则 ”是 DFS 所 得 生成 林 中 一 个 子 树 之 根 , 且 C 的 一 切 顶 皆 在 
此 子 笠 上 . 

4. 说 计 -- :个 求 桥 的 算法 

5 . 用 顶点 添加 平面 舱 入 法 论证 Petersen 图 是 奉 平面 图 ( 娩 
1 .32). 

6. 用 顶点 添加 和 爱 入 法 把 图 1.42 嵌 人 平面 . 


图 1.42 
7. 图 1.43 是 平面 图 吗 ? 


b3 


图 1.43 
1.10 匹 配 


计 我 们 从 下 面 的 婚配 问题 谈 起 : 某 团 体 有 若 于 未 婚 的 寻 女 和 
小 伙 子 ,所 有 的 姑娘 小 伙 都 到 了 结婚 年 龄 、 如 果 没 有 另外 的 条 件 限 
制 ,为 了 满足 姑娘 们 的 愿望 ， 必 备 的 条 件 是 可 供 挑 选 的 小 伙 子 至 少 
要 和 姑娘 一 样 多 .但 每 位 姑娘 都 不 会 草率 处 理 终身 大 事 , 她 们 往往 
会 排除 -一 些小 伙 子 作为 自己 可 能 的 配偶 ， 于 是 实际 上 存在 一 张 她 
认为 是 可 以 接受 的 配偶 的 名 单 . 问 ; 

(一 这 个 团体 里 的 每 个 姑娘 是 否 都 下 以 与 她 认可 的 小 伙 子 结婚 ? 

这 个 问题 的 答案 并 非 总 是 肯定 的 ,或 许 有 三 位 姑娘 ， 她 们 手头 
的 省 单 都 列 出 两 名 小 伙 子 ,而 这 三 张 名 单 竟然 完全 一 样 ! 既然 并 
非 永 远 可 行 ,那么 再 问 ， 

(2) 住 什么 条 件 下 ,可 以 满足 每 位 站 娘 的 心愿 ? 

当 姑 娘 们 的 名 单 有 矛盾 时 , 则 应 考虑 ， 

(3) 最 多 几 位 姑娘 可 以 如 愿 ? 

(4) 如 何 匹 配 , 才 会 使 婚 后 这 个 团体 里 的 家 庭 最 为 美满 ? 

提请 读者 注意 ,这 里 讲 的 不 是 游戏 或 笑话 ,事实 上 ,许多 重要 
的 实际 问题 ,其 数学 模型 与 上 述 婚配 问题 的 数学 模型 是 一 样 的 ,为 
丁 解决 诸如 此 类 的 问题 ,图 论 中 建立 了 -- 套 数学 理论 和 有 效 算 法 ， 
这 些 正 是 本 章 讨论 的 内 容 . 

1.10.1 匹配 理论 

定 允 1 于 MCOE(G), YeeE Me 不 相 邻 , 则 称 M 是 图 
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G 的 一 个 匹配 ;JM 中 一 按 的 两 端点 称 为 在 M 中 相配 ;AM 中 边 的 
每 个 病 品 称 为 被 导 许 配 .G 中 每 个 原 管 做 M 计 配 时 , MM 称 为 元 
备 丐 配 ;G@ 中 已 无 此 配 AM ,使 得 | M > M1, 则 称 M 是 G 的 最 
大 匹配 . 口 

图 1.44(a) 中 的 粗 实 线 表 示 的 边 子 集 症 一 个 最 大 匹配 ; (65) 中 
粗 实 线 表 示 的 边 子 集 是 一 个 完备 匹配 . 


( a) (5) 


图 1. 村 


例 1 Bernoulli-Euler 殿 放 信 等 问题 . 

某 大 给 六 位 朋友 各 与 一 和信, 准备 了 六 个 与 有 收 信 人 地 扯 姓 名 的 信 
封 , 问 有 多 少 种 投放 信 签 的 可 能 ,使 每 封 信 的 信 签 与 信封 组 不 符 ? 

解 设 信和 代为 x; ,信封 为 y,i=1,2,…,6,xXxi 与 是 相符 
的 .于 是 问题 化 为 求 图 1.45 中 有 和 多少 种 完备 匹配 ,把 这 个 末 知 数 
记 成 pt6). 


昌 > 


二 | 与 2 由 配 时 ,完备 匹配 的 个 数 等 于 从 图 (7 中 删除 x 村 
和 2 后 所 得 的 图 CG ,中 完备 匹配 的 个 数 ,这 个 数 记 成 %(5) .在 
Gy sy, 中, 硅 十 了 与 Vi 由 配 , 则 st(5) 一 pt) ,三 7 不 与 1 相配 , 则 


5) 二 gt5). 于 是 ,G 中 zi 与 yz 相配 时 ,可 得 w(5)+ ppt) 个 完 
” 备 匹 配 ; 问 理 ,| 与 %(3 扫 7 委 6) 相 配 时 , 亦 有 gp{5) + g(4) 个 完 
稍 匹 配 , 故 g(6)=5[ gpg(5)+ w(4)], 同 理 可 得 (5)=4L p(t4)+ ow 
(3)], p04)=3[ 9(3)+ op{2)1, (3)=2[ 9(2) + gl)), rs(2)= 
1 ,gp(1) 二 0, 训 可 算出 wg(6) =256, 即 有 256 种 错 放 的 可 能 . 

一 股 而 言 , 有 关于 x 封 信和 此 插 错 信 签 的 可 能 方式 92 条 递 

推 公 式 (n 宇 3) 
pin)= no 1 oln + gtn -2)], we(2)=1, 901)=0. 
定义 2 MM 是 图 G 上 的 匹配 ,G 中 有 一 鸭 , 其 边 交 替 在 玉 - 
M 与 季 中 出 现 , 则 称 此 轨 为 G 中 人 的 交错 轨 . 若 M 的 交错 轨 的 
起 止 顶 皆 未 被 M 许配 , 则 称 此 畦 为 M 的 可 增 广 轨 . 口 

如 末 把 可 增 广 轨 上 不 属 M 的 边 调 入 JM 中 ,把 胃 上 原 属 M 的 
边 从 M 中 删除 , 则 M 可 增加 一 条 边 . 

规定 A 咏 B= (AUB)--(AN 站 mB), 称 为 集合 A 与 B 的 对 称 
老 ; 显 然 AOB= BOAa , 仿 有 时 写成 中. 

定理 1(Berge,1957) ”MM 是 图 G 的 最大 匹配 的 充 要 条 件 是 ， 
G 中 无 M 的 可 增 广 胃 . 

证 设 M 是 G 的 最 大 匹配 ,但 G 中 有 MM 的 可 增 广 轨 , 则 可 
以 把 M 的 边 数 增加 ,与 M 是 最 大 匹配 矛盾 , 故 这 时 G 中 无 M 
的 可 增 广 轩 . 

下 证 充分 性 ,已 知 G 中 不 会 M 的 可 增 广 轨 ,和 欲 证 M 是 G 的 最 
大 匹配 . 符 M 不 是 最 大 匹配 , 则 GG 中 有 另 一 匹配 M,|M | >>|M|: 令 

H= GL MOM ], 
则 子 图 五 中 项 的 次 数 非 1 则 2, 因为 虹 的 顶 至 多 与 M 的 一 条 边 
和 好 的 一 条 边 相 关联 ,又 不 会 有 零 次 数 , 故 互 的 连通 片 ,或 是 M 
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了 AMf 的 边 变 错 出 现 的 一 个 侦 圈 ,或 是 M 与 MM 的 边 交 错 出 现 的 一 
条 轨 ; 又 因 |Af >|M|, 故 总 中 的 边 M 中 的 比 M 中 的 多 ,所 以 ， 
必 有 呈 的 某 个 连通 片 是 罗 , 且 此 轨 以 Ad 中 的 边 为 起 止 边 ,于 是 得 
到 了 M 的 可 增 广 轨 ,与 G 中 无 M 的 可 增 广 轨 征 盾 ,证 毕 . 

定义 3 ASYVIG),VYIG) 中 与 A 中 顶 相 邻 的 顶 所 成 的 集合 
记 成 NC4), 称 为 4 的 邻 集 .[] 

定理 2(Hall,1935) GC 是 二 分 图 , 项 集 划 分 成 其 与 YY,G 中 
存在 把 和 中 顶 尼 许 配 的 号 配 之 充 要 条 侍 是 ,对 一 切 SCX， 
INCS)| 宇 | S$|. 


图 1.46 


设 G 中 舍 把 X 中 每 项 皆 许 配 的 匹配 M, 且 令 S 是 XX 的 子 集 ， 
则 s 中 各 顶 亦 被 许配 , 故 [N(S)| 宇 1S|. 

反之 , 若 一 切 SCX, 有 |N{S)I 宇 1S|, 但 G 中 无 把 X 中 项 
此 许配 的 匹配 ; 设 M 是 6G 的 一 个 最 天 匹配 ,AT ”也 不 能 把 X 中 
项 第 许配 , 令 x& 是 一 个 站 中 的 未 被 MM* 许配 的 项 ( 见 图 1.46), 又 
令 Z 是 被 训 * 的 交错 轨 与 x 相连 通 的 也 点 集合 ; 因 M "是 最 大 匹 
配 , 由 Bergc 定理 1,x 是 Z 中 仅 有 的 林 被 几许 孔 的 顶 . 取 

Ss=2ZNX,T=ZNN Y, 
显然 ,S -ja| 中 的 顶 在 M* 中 与 耻 中 殴 相 配 , 于 是 ， 
TI=|1S| -1,N(S)=T 人 全， 
故 得 
[ISsi=|N(S)|+], 
67 


与 1N(S)| 实 1S| 相 违 , 证 毕 . 

推论 1 G 是 & 次 正则 二 分 图 ( 即 每 顶 皆 庆 次 },>0, 则 避 
有 人 完 钾 匹配 . 

证 设 避 之 硕 集 二 分 图 划分 为 X 与 Y, 则 |X|=e=k|Y|， 
>0, 故 |XX|==1Y|. 令 S 是 X 中 的 非 空 子 集 ,Ei 与 巨 , 分 别 表示 
写 S 及 N(S) 中 硕 相关 联 的 边 集 , 由 N(S) 定 义 ,E| 守 FEF,, 故 

EIN(S}|=|E,|>|El|=k|SI|, 
于 是 | N(S)| 实 |S|, 由 Hall 定 理 2,G 中 有 把 丑 中 顶 藤 许配 的 匹 
上 本 MT ,又 因 |X|=1Y|, 故 M 是 完备 匹配 ,证 毕 . 

定义 4 KKCV(G), 有 自 G 的 每 条 边 至 少 一 个 端点 启 于 K, 则 
称 开 是 图 GG 的 一 个 覆盖 ,车 KK 是 一 个 覆盖 , VY wvEK,K--ivl 不 
定 G 的 覆盖 , 则 称 KK 是 一 个 极 小 覆盖 . 若 K 是 覆盖 ,但 无 覆盖 
K ,使 得 |K' |<|K|, 则 称 其 是 最 小 完善 .用 a(G}) 表 示 G 中 最 
小 覆盖 之 顶 数 ,a(G) 称 为 G 之 覆盖 数 . 口 

定理 3(Kanig,1931) 在 二 分 图 中 , 若 M' 是 最 大 匹配 ,下 是 
最 小 覆盖 , 则 |jM*|=|Kl=a(G). 

证 设 M* 是 二 分 图 G 中 的 最 大 匹配 ,VC(G) 的 二 分 图 划分 
为 XX 与 Y, 若 M' 把 久 中 的 一 切 硕 钞 许 配 , 则 |jM*|= | 区 | .这 
时 ,X 显然 是 一 个 最 小 覆盖 , 故 |M "|=a(G). 

符 人 存在 未 被 M' 许配 的 顶 , 令 U 是 义 中 未 被 M* 许 配 的 项 之 
集合 ( 见 图 1.47),Z 是 由 M* 的 交错 胃 与 U 顶 相 连通 的 顶 之 集 
全 ,日 令 S=ZNX,T=ZNY, 则 NN(S)=T. 叉 令 KKR=(X-5S) 
JU, 则 G 的 每 边 至 少 一 端 在 KK 中 ,不 然 ,将 会 有 一 边 , 一 端 在 S 
中 , 男 一 端 在 了 一 个 中 ,与 此 N(S)= 丁 矛盾 ,上 故 区 是 G 的 窗 盖 ， 
且 显 然 有 1M |= |K |. 而 任 -- 匹 配 MA, 者 有 | Met0G) 故 | 
AMf | safC) ,于 是 | 六 | 受 o(G), 即 并 是 最 小 覆盖 ,证 毕 ， 

定理 4(Tntte,1947) 图 G 有 完备 匹配 的 充 权 条 件 是 对 一 切 
SC VAIO).o(G -5S)1S|, 其 中 wo(( -SS) 表 示 图 (5 的 奇数 
个 项 连通 片 的 个 数 . 
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证 设 单 图 G 有 完备 匹 配 M ,Ci,G CO 是 各 -SS 的 奇 
数 个 奈 的 连通 片 (下 称 育 片 ), nn 衬 0. 显然 , 当 S= 上 ,ofG-S)= 
0, 印 ?=0, 所 以 不 妨 设 S 关 作 . 因 G, 是 奇 片 ,i =1,2,…,n,G; 中 
的 某 个 项 wx 必 和 被 M 许配 于 S 的 一 个 项 ,因而 }) ,v2,…,v, | 所 


So 他 一) 一 oo 志 | S|. 


闭 1.347 

到 之 ,在 对 一 切 SCVEG),otG 一 SS) 守 |S|, 但 G 中 无 完备 
匹配 , 则 G 是 一 个 没有 完备 匹配 而 有 最 多 边 的 图 G* 的 生成 子 图 . 
因 和 -SS 是 G ~S 的 生成 子 图 , 故 u(tG” -5) 达 ol(G 一 SS), 于 是 
at” -5S)|S|. 特 别 地 , 取 S=@,otG"')=0, 即 vu(G ) 是 
个 数 . 

用 U 表示 G "是 v 一 1 次 顶 的 集合 ,由 G* 之 定义 ,U 关 促 . 若 
U=V(G),G 中 有 完备 匹配 ,可见 U 是 V(G) 的 真子 集 .下 面 
证 明 GG “一 U 是 不 相 区 的 完全 图 之 并 . 不然,G ”一 UU 的 某 个 连通 
片 不 是 元 全 图 ,在 该 连通 片 中 ,存在 顶 rz,y,z, 使 得 zxy, yz EF 
0G 让 而 了 各 一) 又 yy 如 也 ,存在 记 EYIG ”下 ), 使 得 
ye 人 EtG 因为 二 "是 没有 完备 匹配 的 | V(tG) | 个 顶 的 边 数 最 
多 的 图 ,对 一 切 e 玫 BIG G + 中 有 完备 匹 孔 . 令 Mi 与 M， 
分 别 是 局 ”+ rz 与 人 ”1 的 完备 焉 配 , 令 所 为 MI 口 M, 在 
+7 之 十 re 中 的 导出 了 图 , 则 互 每 陆 皆 2 深 ,H 是 不 相交 的 偶 
峰之 并 ,图 1.48 粗 实 线 是 MI 上 的 边 ,波纹 线 是 M; 中 的 边 . 
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情形 1 zz 与 yw 在 日 的 不 同 连通 片 中 .车 yw 在 万 的 图 
上 ,那么 Mi 在 C 上 的 边 与 Mi 不 在 C 上 的 边 构成 G 的 一 
名 吃 配 , 写 G 的 定义 矛盾 , 见 图 1.48. 


ES we) 


情形 2 zz 与 yw 在 及 的 同一 _ 个 图 C 上， 见 图 1 49 ,这 时 CC 
上 35o pz 部 分 MM 的 边 与 yz 及 BM 不 三 yww…z 部 分 的 边 构 成 
GG “的 一 个 完 名 匹配 , 予 目 . 

综 上 所 述 , 知 G* ~- U 是 不 相交 的 完全 图 之 并 ， 


0* -~ 品 的 奇 片 G* -UU 的 伪 片 
ey 


图 1 ,50 
由 ofG* 一 DD 态 |U|,G* 一 UU 中 的 奇 片 至 多 | UI 个 ,但 
中 有 了 完 名 匹配 , 见 图 1.50, 把 G* 一 UU 的 每 个 奇 片 中 的 一 
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许配 给 0 的 一 个 项 , J 中 其 余 的 顶 两 两 相配 ,G* ~- U 中 的 每 个 
人 蛋 片 中 的 顶 两 两 相配 ,这 与 G* 本 无 完备 匹配 矛盾 ,证 毕 . 

推论 1 每 个 无 桥 三 次 正则 图 有 完备 匹配 . 

证 令 G 是 三 次 正则 无 桥 图 ,S 是 VG) 的 真子 集 , Gj,G,， 
Cn 是 如 一 S 的 奇 片 ,m; 是 一 个 端点 在 G; 中 , 另 一 个 端点 在 5 
中 的 边 之 条 数 ,1 所 ?所 . 因 wl(vw }=3tvE VY(G)), 则 
> dw) = (G6), = 1,2,- ‘nid(v)=31S1, 


nt VA) 


于 是 
n= DD》 d(v) -2e(0,) = Mu(tG;) — 2elG,), 
ovE VG ) 
可 见 zn, 是 奇数 ， 交合 无 桥 , 故 zm 之 3,1 信 1 守 n ,从 而 
PC 一 S)= <3 Dm < 3 Dd) 二 ] S|， 


由 Tutte 定理 ,中 有 网 证 毕 . 
EE Tutte 定理 知 , 妖 怪 无 完备 匹配 . 
对 于 图 1.51, 取 S=jvi, 则 有 3=ol(G-S)>|S| = , 由 


图 1.51 
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Tutte 定理 ,此 图 大 完备 匹 了 起. 

1.10.2 二 分 图 中 最 大 匹配 与 最 佳 匹配 的 算法 

1) 何 牙 利 算法 

实际 模 型 ; 某 公司 有 职员 xi ,x2,…,.z ,他 们 去 做 工作 yj， 
y2 V4: 每 人 和 拓 合 做 其 中 一 项 或 几 项 工作 , 问 能 尘 每 人 部分 配 一 
项 适合 的 工作 ? 

煞 尝 模 划 :6 是 二 分 图 ,VV(G) 一 XU Y,X= |x, ry,…， 
Tl 二 [yi yz |; 当 且 仅 当 x 适合 下 工作 y HH , xy, EE 
C0), 回 右 中 是 省 有 完备 匹配 ? 

1965 年 匈牙利 数学 家 Edmonds 提出 述 问 题 的 有 效 算法 ,日 
以 他 的 祖国 命名 此 算法 . 

HUNGARIAN 算法 : 

0) 从 GG 中 取 一 初始 匹配 M. 

() 夺 MM 已 把 X 中 顶 各 许 配 , 止 , M 即 完备 匹配 ; 否则 , 取 X 
中 未 被 M 许配 的 顶 r ,iE S=|wu!,T= 0@. 

(2) 夺 NN(S)= 工 ,上 ,无 完备 匹配 ;否则 取 EN(S)- 工 . 

(3) 帮 yy 被 所 许 配 , 设 wEM,S<SUiy| ,TTU}y|, 转 
(2 否则 , 取 可 增 广 轨 Ptw,y), 令 MMOE(CP), 转 (1). 口 

上 述 算法 的 思路 是 把 初始 匹配 通过 可 增 广 轴 逐次 增 广 ,以 至 
得 到 最 大 匹配 ， 

图 1.52 中 粗 实 线 是 二 分 图 G 中 的 初始 匹配 M. 


3 
3 2 x1 T 和 
x 3 
入 ”3 
7 7: 7 ys '’ 
可 | 
图 1. 52 图 i. 53 
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M -= iray Taitssl ,图 1.33 是 以 未 被 M 计 配 的 珊 >， 
为 根 生长 的 "交错 树 , 即 从 > 起 ,每 轨 崖 册 的 伙 错 轨 , 从 中 发 现 
ra 是 AM 可 增 广 轨 ,于 是 把 M 增 上 成 图 1.54 中 的 粗 实 线 
所 示 的 玖 大 匹配 MI. 

AT = zy rays ray31.Tsys|. 图 1.55 是 以 未 被 Mi 许配 
的 项 x 为 根 生长 的 交错 树 , 树 叶 篆 被 Mi 许配 ,可见 已 无 Mi 可 
增 广 轨 , Mj 是 G 中 最 大 匹配 ,G 中 无 完备 由 配 . 


xl 苇 1 1 4 证 “ 叶 ] 3 
了 1 2 J 4 了 EA 
图 1. 54 围 1. 55 


2}Kuhn ~ Munkras 算法 

实际 神 型 :在 了 的 分 工 问题 当中 ,职员 们 做 各 项 工作 ,效益 未 
必 一 致 ,需要 制定 一 个 分 工 方案 , 便 人 尽 其 才 , 公 司 的 总 效益 最 大 ， 

数学 模型 :G 是 加 权 完 全 二 分 图 , V(G) 的 二 分 图 划分 为 X 
村 入 ,其 二 | 
是 职员 z; 做 工作 ww 的 效益 , 求 总 权 最 大 的 完备 匹配 (这 种 匹配 称 
为 最 佳 匹 配 ). 

占用 穷 举 法 ,需要 对 n! 个 完 省 匹配 进行 比较 ,不 可 行 ， 

定义 5 上映 身 iV(G)—>R, 满 足 YxXERX,yEY,， 

tr) + {yw ry), 
则 称 (是 完全 二 分 图 G 的 可 行 顶 标 ; 令 
B= liry|ryE EG), T+ (YYy) = wl ry) |, 

称 以 EE; 为 边 集 的 避 之 生成 子 图 为 相等 子 图 , 记 之 为 Gi .二 

可 行 顶 标 是 存在 的 ,例如 
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[i(x) = meme( ry), rEX; 


(yy =0,yE Y., 
定理 5 总 的 完备 匹配 即 G 的 最 佳 匹配 . 
证 设 M* 是 GG 的 一 个 完备 匹配 , 因 G 是 如 的 生成 子 图 ， 
故 M "也 是 G 的 完备 匹配 . M * 中 的 边 之 端点 集合 含 G 的 每 个 顶 
点 怡 一 次 ,所 以 


WM = > we) = > Lv), 
EVO) 


FE 
另 -… 方面 , 若 M 是 G 中 任 一 完备 丐 配 , 则 
WM)= Dwle) < » Lv), 
上 全 上 


eE TI) 
所 以 WM" ) 宇 W(M), 即 M* 是 G 的 最 佳 匹配 ,证 毕 . 
定理 $ 告知 ,欲求 完全 二 分 图 的 最 佳 还 负 , 只 需 用 匈 千 利 算法 
求 其 相等 子 图 的 完备 匹配 ;问题 是 , C 无 完备 匹配 时 怎么 办 ? 
1957 年 ,Kuhn 和 Munkras 给 出 了 一 个 解决 该 问题 的 有 效 算法 ,用 
次 次 修改 项 标 i(%) 的 办 法 使 相应 的 相等 子 图 之 最 大 匹配 逮 次 增 
广 , 最 后 出 现 完备 匹配 . 
KUHN - MUNKRAS 算法 : 
(直选 定 初 始 的 可 行 顶 标 ,确定 GG ,在 GG 中选 一 初始 匹配 AM 
(1)X 中 顶 此 被 MT 许配 , 止 ,AM 即 为 最 佳 匹 配 ; 和 否则 , 取 G 中 
未 被 M 许配 的 项 , 令 S= 11)T= 已 . 
(2) 震 Ne(S) 一 了 , 转 (3 和 5 看 Ne {S)= 醋 , 取 
a= min ll{r)+i(y)- wtry)!, 
上 一 
上 人 一 3 二; 
i( vw), 其 它 . 
i CA 人) 
(3) 选 Nc4S)- 工 中 一 项 >y, 者 y 已 被 M 许配 , 且 yx€M,， 
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则 S<-SUlz|,T<-TU |y|, 转 (2); 否 则 , 取 G; 中 的 一 个 导出 
增 广 轨 Pia,y), 令 MMOE(P), 转 {]).[ 册 


M1 V2 33 34 .5 


(1) 


人 
Lo 证 上 一 


zl213 

例 2 Ks :的 权 和 矩阵 为 (1), 其 中 X= zl ,Y= |y!,i=1,2， 
… ,35, 求 此 民 ; 5 上 的 最 佳 匹 配 . 

解 (1) 取 可 行 顶 标 i(v) 旭 下 : 

i{(y,)=0,i=1,2,.,5; 
(ri)=max!3,5,5,4,1} =5,1{72) = max!l2,2,0,2,2| 一 了 上， 
lr) = maxl?2,4,4,1,0|=4,L(x4) = maxi0,1,.1,0,0i=1, 
i{xs)=max|l,2,1,3,3! =3. 

(2) 取 G, 及 其 上 匹配 ( 粕 实 线 ) 如 图 1 .56,0(G 一 2) = 3, 巾 
J]utte 定理 ,Gi 中 无 完备 匹配 , 需 修 改 顶 标 ， 


可 | 和 2 | pe 于 
再 1 2 3 4 Ys 
图 1.58 


(3)2 = za 得 心 一 x ras rT11, T= | ya Ya! 'Nc(S)= 了 ,于 是 

ot= min ,Nr) ty wory) =1, 

拒 rad 的 项 标 分 别 改 成 4,2,3,0, 3 YY Yas ya. 
ys 的 顶 标 分 别 改 成 0,1,1,0,0. 

(4) 用 收 改 后 的 顶 标 1 得 G ;以 及 其 上 的 -一 个 完备 匹配 ( 粕 实 
线 ) 如 图 1.57. 此 匹配 即 Ks,s 中 的 最 佳 苞 配 ,其 总 权 为 2+4+1+ 
4 十 让 二 14， 

了 


我 们 发 现 :a >0; 修 改 后 的 顶 标 仍 是 可 行 顶 标 ; G， 中 仍 含 G 
中 的 那个 匹配 M; 信 中 至 少 出 现 一 条 不 属于 AM 的 边 , 所 以 会 造成 
M 的 逐 浙 增 广 ,这 些 事 实 的 证 明 留 给 感 兴趣 的 读者 . 


图 1.57 


习题 五 


1. 求 关 z。 与 居中 不 同 的 完备 匹配 的 个 数 ， 

2. 证 上 明 树 至 多 一 个 完备 匹配 ， 

3. 对 于 类 >1 ,给 出 没有 完备 匹配 的 下 次 正则 图 的 例子 . 

4. 两 人 在 图 G 上 博 变 : 交 震 选取 不 相同 的 顶点 w， zy U2, 
…, 使 得 i>0 时 ,vw; 与 w -1 相 邻 ,直到 不 能 选 到 顶 为 止 , 谁 最 后 先 
得 一 顶 谁 赢 . 证 明 : 第 一 个 选 顶 人 有 必 胜 策略 的 充 要 条 件 是 G 中 
无 完 兰 匹配 ,并 叙述 一 个 必 胜 策 团 ， 

3.0 的 上 次 因子 是 指 G 的 一 个 点 次 正则 生成 子 图 . G 的 到 次 
因子 分 解 是 指 把 G 表 成 无 公共 边 的 次 因子 之 并 , 即 G= HH， 
其 中 碳 ;,1 志 7 守 n, 是 G 的 次 因子 ;证 基 : 

(7K, ,与 长 ,是 可 | 次 因子 分 解 的 . 

(2)Pectersen 图 是 不 可 1 次 因子 分 解 的 . 

0. 必 >i.+1(N 储 1) 可 以 表 成 n 个 连 遂 的 2 次 因子 之 并 . 

7, 证 有 明 ;8 x8 的 正方 形 删 去 对 角 线 端 点 处 两 个 1 x 1 的 小 证 
方形 后 ,小 能 用 ] x2 的 长 方形 单 层 诞 盖 . 

8 得 明 : 一 分 图 有 完备 匹配 的 充 葛 条件 是 对 任何 SE V， 
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IN(S)| 沁 |S;. 这 一 命题 对 一 般 图 是 作成 立 ? 

9. 对 到 >0, 证 朋 : 

(1) 每 个 上 次 止 则 2 分 图 是 可 以 1 次 因 了 分 解 的 . 

(2) 每 个 2& 次 正则 图 可 以 2 次 因子 分 解 . 

10, 城中 每 位 寻 女 都 “结识 "& 位 小 伙 子 全 之 1, 每 位 小 伙 子 部 
结识 位 姑 奶 , 则 每 个 小 傣 子 和 每 位 姑娘 都 能 与 其 结识 的 人 纺 半 ， 

11. 此 阵 的 一 行 或 一 列 称 为 算 阵 的 一 条 线 , 证 明 :0- 1 年 阵 中 
含 矩 阵 中 所 有 1 的 线 集合 的 最 小 阶 数 等 于 没有 两 个 在 同 -- 线 上 的 
1 最 大 个 数 ， 

12.A= (Ca)yrn dr 人 E01li,mn ,HA 的 每 一 行 都 有 上 
个 1, 而 每 列 中 1 的 个 数 不 超 过 1, 则 有 有 A= 了 P+ Pz+…Pi, 其 中 了 P， 
也 是 0- | zm Xn 入 阵 ,其 每 行 恰 有 1 个 1, 每 列 中 1 的 个 数 不 超 
过 1 个 . 

13.0 是 顶 集 划 分 成 区 与 Y 的 一 分 图 , 则 避 的 最 大 匹配 之 迪 
数 等 于 |X| -maxilSl 一 |N(S)|; 

14. 由 Kienig 定理 推导 出 FHlall 符 理 . 

15. 册 Tutte 定 埋 推导 出 Hall 定理. 

16. 证 朋 : 树 有 完备 匹配 的 充 要 茶 件 是 YuE VCT),ol 丁 
-ww)—1 

17. 畦 乙 二 人 玩 “ 提 乌龟 "游戏 , 先 把 54 张 扑克 脾 减 起 一 张 ， 
剩 下 的 有 一 张 没 对 儿 , 它 就 叫做 乌龟 ,再 把 脾 分 给 两 人 ,每 人 把 于 
中 的 对 子 抛 出 来 ,你 能 判定 乌 鱼 在 谁 手中 吗 ? 为 人行 么 ? 

18.a,6,c,d es 六 个 人 组 成 检查 团 , 检 查 五 个 单位 的 工作 . 
若 某 单位 和 检查 团 中 革 成 员 有 过 工作 联系 , 则 不 许 他 到 该 单位 检 
可 工作, 已 知 第 一 单位 与 5 ,c,d 有 过 联系 ,种 一 单位 与 eye 三 有 
过 联系 ,第 三 单位 与 a .5b.e,f 有 过 联系 ,第 四 单位 与 a.5,d ,三 有 
过 联系 ,第 于 单 作 与 4, 记 ,cr 有 过 眉 系 ,请 询 出 去 各 单位 检查 .上 必 
的 名 年 . 

1 ace yn lap ,dp,be :这 组 信息 是 否 可 以 分 别 把 每 个 宁 骨 
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它 的 一 个 字母 来 代替 而 加 以 简化 , 若 能 ,给 出 简化 结果 . 
0. 有 ,B,C,D 四 种 材料 造 a,5 ,c,d 四 种 产品 的 成 本 如 下 面 
矩阵 所 未 ; 
4199 6 59 73 
BI79 15 93 87 
Cl67 93 13 81 
DPI16 29 86 26 
i bv C dd 
一 种 产品 只 用 一 种 材料 , 问 什 么 生产 方案 使 成 本 最 低 ? 
21. 从 64 个 格 的 棋盘 上 选 16 个 格 ,使 每 行 每 列 含 其 中 两 个 
格 , 求 证 可 以 把 16 个 棋子 放 在 所 选 格子 上 ,使 得 每 行 每 列 怡 含 一 
个 日 子 一 个 黑子 ,已 知 共有 8 个 黑子 8 个 白 子 . 


1.11 图 上 通 历 


从 图 上 一 顶 出 发 ,能 把 所 有 的 边 一 次 性 地 行 访 吗 ? 能 把 所 有 
的 项 一 次 性 地 行 遍 吗 ? 

前 痢 从 理论 和 算法 上 都 已 有 有 效 地 得 以 解决 ,后 者 不 论 从 理论 
上 还 是 从 算法 上 都 未 能 有 效 地 解决 ,成 了 数学 和 计算 机 科学 当中 
最 难 解 的 问题 之 一 -. 

1.11.1 Fuler 图 

定义 1 图 中 含 每 条 边 的 行 迹 称 为 Euler 行 迹 ; 闭 的 Euler 行 
迹 叫 撒 Euler 回路 . 售 Euler 回路 的 图 称 为 Fuler 图 .四 

和 直观 地 讲 , 欧 拉 图 就 是 从 一 顶 出 发 每 边 恰 通过 一 次 又 能 回 到 
出 发 项 的 那 种 图 . 

定理 1 GG 是 o(G) 之 3 的 连通 图 ,下 面 的 三 个 命题 等 价 : 

(是 Euier 图 ， 

(2)G 的 每 顶 缘 偶 次 . 


(3)G= 届 GC,C 是 轿 , 且 E(C)NE(C)= OD, i 
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证 【人 12 已 知 皇 是 Fuler 图 , 设 克 是 G 中 er 回路， 
YueEV(G), 则 vg 必 在 镀 上 出 现 . 设 匀 出 现 了 次 , 则 ad(vw)= 
2 , 即 divw) 是 偶数 ,由 wv 的 任意 性 憩 (2) 成 立 . 

(2)=>(3) 已 知 G 是 每 项 丝 偶 次 的 连通 图 ,又 树 (w 汪 3) 有 
叶 , 故 避 不 是 树 , 在 G 上 可 以 找到 一 个 圈 Cl; 把 Cl 上 的 边 从 G 
上 删除 ,得 子 图 G , 若 G1 的 每 顶 缘 零 次 , 则 G = Ci,(3) 成 并 ;不 
然 ,G 中 必 有 一 个 连通 片 每 项 缘 偶 次 ,其 上 有 图 C ,把 C; 的 边 从 
G1 中 删除 ,得 新 图 Ga。; 依 此 类 推 , 进 行 有 限 次 之 后 ,得 到 无 边 图 


Gs, 所 以 G= 吕 Ci,C; 是 G 中 之 轿 , 且 E(C)NE(G)= ,i 
j,i ,jd , 

(3) 过 (1) d=1 时 ,G 显然 是 Euler 图 :24 之 2 时 ,出 于 心 连 
通 , 可 以 找到 两 个 图, 不 妨 认 为 是 GO 与 C3,Ci 与 Cy 有 公共 顶 
vo; 仿 C12 二 CU CGC;, 则 Cw 是 团 行 迹 . 又 由 {7 连通 ,还 可 找到 一 


个 图 ,不 妨 认 为 C3, C3 与 Ca 有 公共 顶 ,于 是 Cia = 世 C, 是 闭 行 


迹 ;如 此 下 去 ,得 证 G= 避 C, 是 闭 所 迹 , 故 G 是 Euler 图 ,证 毕 

定理 2 连通 图 G 中 有 Fuler 行 庆 的 充 要 双人 件 是 G 中 圣 儿 两 
个 奇 次 项 . 

证 设 连 通 图 和 有 Euler 行 迹 , 若 是 闭 行 迹 , 则 G 是 Euler 
图 ,出 定理 1,G 中 无 奇 次 顶 . 夺 不 是 闭 行 迹 , 设 wo 与 vo 是 此 行 迹 
的 起 止 项 , 考 志 G 二 wovo, 它 是 Euler 图 ,每 项 冰 偶 次 , 则 se 可 wo 
是 G 中 仅 有 的 两 个 奇 次 项 . 

反之 ,车 G 中 无 奇 次 硕 ,由 定理 1, 它 是 Euler 图 ,有 闭 的 Eu- 
ier 行 迹 . 若 有 奇 次 项 , 且 不 超过 两 个 奇 次 顶 , 由 于 奇人 次 顶 个 数 是 偶 
数 , 所 以 恰 有 两 个 奇 次 顶 , 设 它们 是 wo,zo. 由 于 G+ wovo 是 每 顶 
千 偶 次 的 连通 图 ,由 定理 1,G+ wovo 是 Evler 图 ,有 Enier 回路 
个 , 故 有 Euler 行 训 CC -wnvo; 证 上 毕 . 

例 1 图 1.58 中 尘 个 图 可 以 “一 笔画 "? 
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解 (a) 恰 两 个 奇 次 硕 ,在 竖 线 的 项 端 ,所 以 可 以 一 笔画 (<) 
上 中 间 小 正方 形 上 是 全 图 仅 有 的 两 个 育 次 顶 ,所 以 (c) 训 一 笔画 
至 于 (56), 其 [有 4 个 奇 次 顶 ,由 定理 2,(4) 不 可 一 笔画 .图 1.58 
由 * 重 " 顶 是 奇 次 的 ， 


{ (5) (ce) 


图 1.58 
例 2 七 桥 问题 无 解 
D 证 图 1.1 可 以 画 咸 图 1.59. 此 图 上 
每 顶 皆 奇 次 ,所 以 由 定理 1 与 定理 2, 它 既 
p 无 Euler 回 路 ,也 无 Euler 行 迹 , 人们 | 不 可 能 
每 桥 怡 过 一 次 ,证 毕 . 
例 3 在 加 上 在 取 x 个 点 {n>2), 把 


每 个 点 用 线段 与 其 余 各 点 连接 ,能 否 一 笔画 
出 所 有 这 些 线段 , 便 第 一 条 线段 的 终点 与 第 
二 条 线段 的 起 点 重合 ,第 一 条 线段 的 终点 与 第 二 条 线段 的 起 点 重 
合 ,… ,最 后 - -条 线段 的 终点 与 最 初 那 条 线段 的 起 点 重合 ? 

解 ”以 这 ?= 个 点 为 项 ,以 所 连 线段 为 边 , 构 成 一 个 连通 图 G， 
当 xn 为 奇数 时 ,G 的 每 项 皆 偶 次 ,由 定理 1,G 是 Euler 图 ,本 题 管 
案 是 肯定 的 .否则 , 即 当 = 为 偶数 时 ,G 的 每 顶 篆 奇 次 ,由 定理 1， 
本 题 答案 是 否定 的 . 

例 4 平面 Euler 图 ,可 以 表 成 不 超过 u(G) 一 2 个 无 公共 
边 的 峰之 并 ， 


80 


图 1.59 


证 ”由 于 GG 是 平面 图 ,所 以 e{G}) 志 30 一 6, 又 0G 是 Euler 图 ， 


可 以 表 成 无 公共 边 的 图 之 并 .即使 每 网 3 条 边 ,最 多 也 只 能 表 成 
(3v 一 和 ) 二 v 一 2 个 无 公共 边 的 圈 之 上 开 , 证 年 . 

对 于 非 平 面 Euler 图 ,我 们 猜想 例 4 的 结论 仍 成 立 , 妈 |; 

任何 Euler 图 此 可 吉成 上 -个 无 公 卜 过 的 圈 之 并 . 

至 今 疝 林 证 明 或 及 驶 这 一 狂想 . 

1.11.2 求 Euler 回路 的 算法 

FLEURY 算法 : 

CY voE VO), 信 Wo= wo. 

旬 ) 菇 行 迹 和 ;二 wjel wey'' ey 己 选 定 , 则 从 EF 一 }el,e;， 
…,e,! 中 选取 一 条 边 e, 11, 使 得 

Ci)e,11 与 e; 相 邻 ， 

(ii) 除非 已 无 选择 的 余地 , e141 不 要 选 G -iel, eo,"…',@,| 
的 桥 . 

(3) 直 刘 (2) 不 能 进行 为 止 .[ 

上 述 算 法 的 时 间 复 杂 度 为 OUIE(G)'); 它 是 1921 年 由 数学 
家 Ficury 首创 的 . 

例 $S 求 图 1.60 中 的 Euler 回路 ， 

解 取 Who = vo, Wi = zelai, 这 时 
e1 相 邻 的 未 取 用 的 边 只 有 ec, 尽管 ea 是 
Ge 的 桥 , 因 已 无 选择 的 余地 , 故 只 有 取 
Wi 二 wwelviezv3， 至 此 W， 本 能 选 
voelwervres vg; 因为 es 是 GG 一 iej,e2! 的 
桥 ,而 这 时 并 非 无 其 它 选 择 的 余地 ,例如 可 
肥 全 ;== welmieavaesoai) 继续 执行 Fleury 
算法 , 取 


Wa 一 UAE UI EI CIEIUIR4 Vd 


Ws 一 ONEL UE UP UAEA UAES Ts, 
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We = ve V1E2 VIE3 VIE4 Ua es V2 66 UO 

W。 即 为 G 的 一 条 Euler 回路 . 口 

事实 上 ,车 不 信守 Fleury 算法 , 硬是 取 Ws = 
zoelwletan2e6z 那么 e3,e4,e5 尚未 行 到 ,再 去 通过 e3,e4,es 时 ， 
必然 造成 e1,e;,e6 中 有 的 边 通 过 两 遍 , 这 不 符合 Euler 回路 的 要 
求 .所 以 不 能 随便 过 桥 , 以 防 过 桥 时 上 身后 未 通过 的 边 无 法 再 通行 . 

定理 3 车 GG 是 Euler 图, 则 Fleury 算法 终止 时 得 到 的 是 Eu- 
ler 问 路. 

证 设 人 ,=zoeit et 是 Fleury 算法 终止 时 得 到 的 行 迹 ， 
则 mw, 在 G, 中 的 次 数 是 0, 故 wo = wv, Wi 是 闭 行 迹 . 

车 全 ,不 是 FEuler 回路 , 令 S 是 G 中 有 正 次 数 的 顶 集 , 册 SS 径 分 ， 
但 站 站 SS 今 S=VTIG)I-S, 则 中 ES 今天 是 ww 和 SS 而 二 | 
ES 的 v 的 脚 标 的 最 大 值 , 因 W, 终止 于 S,emri 是 Go 的 轿 , 见 
图 1.61. 邻 e 是 6G, 中 与 vw, 关联 的 一 条 边 , 且 ee 天 e ii ,由 算法 第 
二 步 ,e 必 为 后 ,的 桥 , 因 此 e 也 是 G, [S|] 的 轿 . 又 GLSj1= 
GL[S1. 故 G。 [Sj 每 模 篆 偶 次 ,G,[LS] 中 无 桥 ,与 e 是 Gl Sj] 的 
桥 闻 盾 , 证 毕 . 


图 1.5] 
1.11.3 ” 中国 邮 路 间 题 (Chinese pastman problem 
中 国 邮 路 问题 的 数学 模型 是 在 加 权 连 通 图 C 上 取 总 权 最 小 
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的 一 条 回路 斑 , 且 G 的 边 全 在 全 上 出 现 , 称 这 种 回路 为 理想 回 
路 .如 果 GG 是 Euler 图 ,由 Fleury 算法 求 得 的 
Euler 回 路 邵 为 理想 回路 .如 果 G 不 是 Euler 
图 , 则 理想 联 路 上 至 少 有 一 条 按 出 现 两 次 . Ed- 
monds 和 johnson 于 1973 年 给 出 了 有 效 解 决 
中 国 邮 路 问题 的 一 个 算法 .下 面 我 们 通过 实例 


交代 该 算法 的 运算 步 又 . 轩 1.62 
例 6 求 图 1.62 上 的 中 国 邮 路 , 边 旁 的 数字 走边 之 权 . 
(1) 求 G 中 奇 次 顶 集合 XX|. 

Xl = | , 四 ,二 ,由 | 


(2) 用 Dijkstra 算法 求 X 中 每 对 顶 的 距离 . 

dD,D)=4,.4D,0)=5,4dD,@)=7,4d(@,)=2,d 
(加 ,中 )=5,d( 合 ,四 ) =3. 

Gy (3) 以 Xi 为 顶 集 构 作 加 权 完全 图 K1x,1, 以 其 两 
| > 顶 在 G 中 之 距离 为 两 顶 间 边 之 权 . ( 见 图 1.63) 
YY 4) 求 (3) 中 Kix: 的 最 佳 匹配 M. 
M= 1D®,00: 
图 1.63 (5) 在 G 上 用 Dijkstra 算法 求 M 中 边 之 端点 在 
(中 的 最 短 罗 . 

Pj = DO, P= 4). 

(6) 把 (5) 中 最 短 畔 上 的 边 变 成 重 边 ,新 加 
的 边 的 权 与 G 中 和 它 有 两 个 共同 端点 的 边 之 权 
-一 致 【( 帆 图 1.64) 

(7) 在 (6) 中 得 到 的 加 入 Euler 图 上 用 Fleury 
算法 求 一 条 Euler 回路 . 此 回路 即 中 国 邮 路 . 

中 国 邮 路 三 二 多 二 四 的 岂 

DDOVOODO, 
总 长 =38. 
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以 上 的 步 又 (1) 一 (7) 对 任何 中 国 邮 路 的 实例 丝 可 用 .时 间 复 
洒 度 为 D(|E(G)|Y. 
1.11.4 Hamilton 
北京 定义 2 会 图 的 一 切 顶 的 轨 叫 做 
Harailton 轨 , 团 的 Hamilton 轨 叫 做 Hamil- 
ton 图, 有 Hamilton 图 的 图 叫 微 Hamilton 
图 .FL 
例如 Hamilton 周游 世界 的 游戏 就 是 要 
图 1.6; 。” 求 在 以 正 十 二 面 的 项 点 为 项 ,以 其 楼 为 边 的 
一 个 平面 图 G 下 求 一 条 Hamilton 圈 ,G 的 
平面 溢 入 如 图 1.65, 它 的 一 条 Hamilton 图 在 1.55 中 用 粗 实 线 
图 1.66 木 是 Harnilton 
图 , 沸 冬 上 ,以 黑 顶 塌 为 X 集 
合 , 以 昌 顶 〇 为 集合 可 以 看 
清 此 浆 是 2 分 图 , 又 一 共 11 
项 , 它 不 会 有 [1 个 顶 的 友 圈 . 
钢 1.66 是 著名 的 Herschal 图 . 
定 埋 4 GG 是 Hamiltom 图 1.66 
公 , 则 YSCVYCO)S 天 相 , 必 有 mwfG 一 SS 
证 设 驻 是 殷 的 Hamilton 圈 , 则 (CC -SsS) 所 | S| ,其 中 SS 
二 VG),S 关 份 ,而 C-$ 是 G-5 生 成子 图 , 故 有 
wtO— Sw{ C5)E|S|, 
让 上 毕 ， 
例 7 图 1.67 中 的 图 是 华 Fiamilion 图 ? 
解 ”不 是 ,三 个 “ 黑 顶 "月 除 后 得 4 个 连通 片 ,出 定理 4, 它 不 
是 Hamilton 图 . 
定理 S(Ore,1960) 如 十 v(O) 社 3 的 图 .VY yy,vE WE cd 
(ad da) 写 v 一], 则 GG 中 有 Hamilhion td, 
&4 


则 G 中 有 Hamilton 图 . 


图 ] .67 

证 痛 先 证 明 , Yu,vEViG),d(u)j+t+d(v) 宇 vv-1 时 ,G 
古 连 通 图 .事实 上 , 若 G 不 连通 , 则 有 ww 之 2 个 连通 片 Gj, G2…， 
Go VEVIGD da) Ev(G) -TVYaEYIG da 去 
utG;) 一 1; 于 是 du td) Gl) tvu(G) — 2-2, 与 
du1) qdq(u2) 之 vv 一 1 矛盾 . 

着 Yu,vEe VG ,dD) + div) 宇 v1; 而 GG 中 无 Hamilton 
轨 , 令 Plw,vi1y) 是 G 的 一 条 最 长 轨 , 其 长 为 1/ <p 一 1 . 则 z 与 
vi+1 相 关联 的 边 的 男 一 端 必 为 Pv ,$11) 的 内 顶 , 设 P 上 的 顶 
依次 为 vi, v2， + ,其 中 Hs oj 与 Tl 相 邻 ,而 Wy 1 
Di -1 都 不 与 w+1 相 分, 则 dw) = dor) Gk, 
这 样 , Aw) + dvi1) 所 1 芝 v 一 1, 与 定理 条 件 相 违 , 所 以 G 中 必 
出 现 如 图 1.68 的 结构 ,于 是 有 长 :+1 的 一 个 圈 C,C= um， 
Dit Py; 如 11) 的 顶 数 [+1 之 v4, 故 存在 
we VG), ww V(P(lvo, vri)). 由 G 的 连通 性 ,存在 轨 P， 
(tw, v1); 设 wh 是 从 w 起 Pi(xw,vi) 上 第 一 个 在 C 上 的 项 ,于 是 
从 忆 起 , 沿 Pi(w,wvj) 运 行 至 ww ,再 籼 C 运行 经 C 上 每 顶 怡 一 
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沈 , 则 得 一 条 比 PlV, ;V11j 时 长 的 轨 , 与 Pi(vi,vi+t1) 是 最 长 罗 
相 违 .所 以 G 中 有 Hamilton 较 . 


1.68 

定理 的 后 兴 部 分 显然 成 立 . 因为 这 时 G 中 有 最 长 轨 , 其 长 为 
2 一 1 上, 此 轩 出 现 如 图 1 .58 的 结构 ,形成 Hamilton 图 ,证 毕 . 

例 8 围 圆 桌 坐 了 不 少 于 五 个 人 ,那么 一 定 可 以 调整 他 们 的 
这 位 ,使 得 每 个 人 两 侧 都 挨 着 新 邻 座 . 

证 右 恰 好 是 五 人 ,原来 的 座次 是 ABCDEA ,可 以 调 成 AD. 
BECA. 

若 超过 了 五 个 人 ， 以 人 为 项 , 仅 当 两 人 原来 不 邻 座 时 ,在 此 相 
应 的 二 项 间 连 一 条 边 , 得 一 图 G. G 的 每 顶 昔 | V(G)| -3 次 ,于 
是 任 二 项 次 数 之 和 为 20 ~- 6, 又 wy>5, 故 2v -6 这 uv, 由 定理 5, 0 
证 附 密 顿 图 , 按 G 之 Hamilton 图 的 次 序 请 各 位 人 人 席 即 可 ;证 毕 . 

例 9 一 个 有 限 集合 的 全 部 子 集 可 以 这 样 排序 ,使 任何 相 邻 
集合 相差 - -个 元 素 . 

证 设 此 集合 为 A,|1A|= ,我 们 把 A 的 每 个 子 集 用 有 序 的 
?个 0 一 1 数码 来 表示 ,不 妨 设 4 = |11,2,3,…,n| ,一 子 集 含 ; 
时 ,第 i; 位 写 1 ,否则 第 i 位 写 0. 全 部 子 集 闪 2* 个 ,以 每 个 子 集 相 
应 的 x 个 分 量 的 0--1 编码 数 串 为 顶 , 仅 当 两 个 数 申 仅 有 一 个 同 
位 数码 相 异 时 ,在 此 二 顶 间 连 -- 边 ,得 一 图 G, 此 图 称 为 n 维 立方 
体 ( 上 骨架 ). 例如 图 1.69(a 4/ 是 一 维 立 方 体 ,{5) 是 二 维 立方 体 ,fc) 
是 三 维 立方 体 , ia) 是 四 维 立 方 体 . 

显然, 五 维 立 方 体 G 已 做 好 ,把 Gi 及 其 复制 品 分 别 放 在 
上 万 和 下 方 ,再 把 上 方 的 各 顶 标 码 “ 加 头 ”0, 把 下 方 的 各 顶 “ 加 头 ” 
1 并 把 上 下 两 图 的 对 应 项 连 上 一 条 坚 直 边 , 则 得 &+ 1 维 立方 林 
C， 1. 
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对 于 n=1, 例 9 显然 成 立 , 下 面 考虑 ”之 2. 容易 证 明 ” 维 立 
方 体 是 Hamilion 图 ,图 1.69 的 粗 实 线 即 Hamilton 圈 , 把 G, 上 的 
项 控 其 Hamilton 图 上 的 顺序 排序 ( 按 顺 时 针 ), 因 其 每 预 代表 一 个 
子 集 , 且 相 邻 顶 代 表 仅 相 差 一 个 元 素 的 两 子 集 , 所 以 上 述 排序 合乎 
例 9 的 要 求 , 证 毕 . 


0 D1 
| | 
必 | 
0 
(a 10 11 


图 1 .69 

下 面 讨论 “ 马 图 ”. 所 谓 马 图 ,是 以 国际 象棋 的 方 格 为 顶 , 仅 当 

马 从 甲 格 能 一 步 跳 到 乙 格 时 ,在 甲乙 

两 硕 间 连 一 边 , 如 此 构成 的 一 个 
图 G. 

例 10 4x4 的 棋盘 上 的 马 图 是 C/ 

否 Hamilton 图 ?5 x 5 的 马 图 是 理 N 

Hamilton 图 ? 8 x8 的 蕊 图 是 否 


| 
en ET 
解 ” 对 于 4x4 的 马 图 , 见 图 


1.70,4 个 c 宇 顶 构成 一 个 四 阶 圈 ,4 

个 4 字 顶 构成 一 个 四 阶 圈 ,4 个 a 字 1 

珊 是 2 次 的 ,每 个 a 顶 仅 与 两 个 5 字 顶 相 分 .车 把 4 个 5 字 顶 删 

去 ,得 六 个 连通 片 ,两 个 4 阶 圈 和 四 个 孤立 顶 a ,而 4x4 的 马 图 是 

连通 的 ,每 个 5 与 一 个 c 一 个 4 相 邻 ,每 个 a 与 两 个 5 两 邻 .由 定 
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理 4 知 此 图 不 是 Hamilton 图. 

对 于 5x5 的 马 图 , 见 图 1.71,a 字 顶 是 2 次 的 ,它们 在 一 个 8 
|] 上 上, 所 以 他 们 不 可 能 在 此 图 的 25 阶 几 上 ， 
于 即 Sxs 马 图 不 是 Hamitton 图 . 

入 8x8 的 马 医 是 Hamilton 图 ,其 Hamilton 阐 
哪 斋 殉 画 在 图 1.72 中 , 方 格 中 的 数 是 马 行走 的 步 数 , 恰 
Tr 成 一 个 每 行 之 和 ,每 列 之 和 和 缘 260 的 幻 方 ， 

定理 6 4 与 v 是 图 G 两 个 不 相 邻 的 项， 

图 1.71 且 (w+a(tvw) 之 v, 则 GG 是 Hamilton 图 的 充 
要 条 件 是 G + uv 是 Hamilton 图 . 

证 设 G 是 Hamilton 图 , 则 G+ uv 显然 出 是 .反之 ,车 G+ 
uv 是 Hamilton 图 ,而 G 不 是 Hamilton 图 ,这 时 G 中 有 Hamilton 
畦 ,wa 其 中 心 ; = 二 上 ,w= 二 vw. 阁 对 某 个 i (2 所 i 和 vw 1}, v2. 
EECOD), 则 名- i 世 入 EL 不然, 如 ww,"vul 是 GG 的 
Hamilton 图 ,与 上 述 和 假设 G 非 Hamilton 图 相 韦 .因而 (vw) 所 
v1 一 Hv) ,与 dx)+d(v) 之 u 六 厦 , 证 毕 ， 


TEST 
国 加 团 四 而 狼 加 加 
eal oad 
回 辽 回 区 


SheRHasSbeakadp 
Shed be ME Tbe 


图 1.72 
定 尽 3 把 G 中 次 数 之 和 至 少 为 的 两 个 不 邻 之 顶 间 添 加 一 
边 ,直至 这 种 加 边 过 程 终 止 , 得 到 的 新 图 为 原来 那个 图 G 的 闭 包 ， 
记 之 为 CtG). 品 


88 


定理 7 G 是 连通 图 , 则 C(G) 存 在 唯一 . 
证 C{G) 的 存在 性 不 足 道 .下 证 唯一 性 . 设 6G 与 G; 是 GG 
的 两 个 财 包 , 皇 E13 ED 与 ,ff 分 别 是 构 作 Cr 与 
G2 时 加 的 边 ( 和 在 C 一 条 边 也 杯 可 加 时 ,CCG)= 5, 唯一 性 成 立 ). 
Fi 证 e EE(G),i=1,20 0 mip EE(GD),j=1,2,,n. 不 
然 , 设 Bi 是 e1 ,ezy,… ,em 中 不 在 G2 上 的 第 一 条 边 , 令 H=G+ 
| else2s."" ,en | , 转 {71 之 定义 , 当 uv = ep 11 轩 ， 
dulu) +t 二 全 
又 DC Ga , 故 
GCT GE 
但 = ww 不 在 G3 中 ,应 有 dotu) + do (vw)<v, 逆 盾 , 可见 
e182 em) ; 同 理 让 ,ffEECGI), 证 毕 . 
例如 图 1.73, 不 能 用 Ore 定理 判定 其 为 Hamilton 图 ,但 它 确 
为 Hamilton 图 ,因为 它 的 财 包 是 Ki,. 


图 1.73 
虽然 财 包 概念 的 引入 对 于 判定 蚌 省 Hamilton 图 有 一 些 作 用 ， 
但 它 并 不 是 一 个 有 效 的 充 要 条 件 , 它 只 是 把 G 是 否 Hamilton 图 
转化 成 男 一 个 图 C(G ) 是 否 Hamilton 图 ,这 种 进展 步子 太 小 ,不 
能 令 人 满意 .建立 有 效 的 充 要 条 件 ,以 便 在 多 项 式 时 间 内 判明 图 的 
Hamiton 性 ,是 一 个 十 分 之 息 巨 的 老大 难 癌 题 ,目前 尚 泥 任何 可 
解 的 迹象 ( 见 本 书 NPC 理论 ). 
例 11 x 个 朋友 转圈 桌 育 会 , 若 每 两 位 朋友 只 能 相 邻 坐 在 一 
起 一 次 ,最 多 可 以 有 几 种 入 席 方式 ? 
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解 此 题 就 是 求 K, 中 无 公共 边 的 Hamilton 圈 的 个 数 . 天 
中 的 边 数 为 了 n(n - 1) ,所 以 无 公共 边 的 Hamilton 图 的 个 数 不 超 
过 | 方 a(n~1)+w]|= | 二 (n-1)] 个 . 下 面 用 构造 法 找到 
了 | 个 无 公共 过 的 Hamilton 图 

当 nn 一 2k +] 时 (天宇 1), 可 以 找 
到 下 个 无 公 去 边 的 Hamilton 圈 , 见 图 
1.74. 把 2+T1 个 划分 别 用 0 .1.2… Kk] 
2 来 表示 ,1,2,…,2k 这 些 顶 均匀 地 
放 在 圆周 上 ,O 〇 顶 放 在 圆心 , 则 CC， 
是 一 个 Hamilto 圈 ,在 图 1.74 中 CC 


用 粗 实 线 表示 .把 CC 顺 时 针 旋转 二 ， 
得 到 与 C 无 公共 边 的 第 二 个 Hamil- 1.74 
ton 图 C;. 如 此 旋转 一 1 次 , 即 得 到 

& 个 两 两 无 公共 边 的 Hamilton 圈 . 
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对 于 站 =2&+2, 上 1, 把 2 二] 县 
项 放 在 图 1.74 口 顶 的 "上空 ”", 见 图 
1.75, 妈 在 圆 所 在 平面 过 O 的 垂 线 上 效 
直 顶 2k& + 1, 当 图 .1.74 中 的 圈 Ci 运行 
到 左 侧 距 水 平 直径 最 近 的 顶 时 ,在 ”= 
2&+1 的 情形 是 向 右 下 方 运行 ,这 里 改 
成 向 号 + 巧 运行 ,再 从 还 + 向 右 下 方 
岂 水 平 直 径 最 近 的 项 运行 ,于 是 可 得 zx 
=2K +2 时 的 一 个 Hamilton 圈 ,再 用 顺 图 1.75 


时 针 旋转 的 方式 得 到 个 两 两 无 公共 边 的 Hamifton 圈 . 
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总 之 EK, 中 有 5 【天 一 十) | 个 无 公共 边 的 Hamilton 圈 . 
习题 六 


]1.G 是 Euler 图 , 则 G3 的 每 个 块 也 是 Euler 图 . 

2.G 是 连通 图 ,有 2k >0 个 奇 次 顶 , 则 G 有 条 无 公共 边 的 
行 迹 Q1,Q2,…, Qi, 合 得 E(G)=UE(Q;). 

3. 人 是 Euler 图 ,uv(G) 实 3, 则 GG 的 每 一 条 起 点 为 vw 的 行 迹 司 
延长 为 G 的 Euler 回路 的 充 要 条 件 是 妃 一 m 是 林 ， 

4 . 称 一 个 图 G 是 由 顶 wo 可 任意 行 遍 的 , 若 经 过 下 列 步 又 总 
是 产生 一 条 Euler 回路 :由 vo 出 发 ,经 任 取 的 一 条 与 之 关联 的 边 ， 
达到 一 顶 * 后 ,由 任 取 的 一 条 尚未 用 过 的 与 4 关联 的 边 离 开 z， 
如 此 继续 ,直至 用 遍 G 的 所 有 边 .证 明 :Euler 图 G 是 可 由 wn 任意 
行 沉 的 ,当量 仅 当 G 的 每 个 圈 皆 含 vo. 

5. 称 一 个 图 是 随意 Hamilton 的 , 若 从 G 的 任 一 顶 出 发 ,然后 
进入 任何 一 个 尚未 进入 过 的 邻 项 ,直至 没有 未 进入 的 顶 可 选 ,最 后 
产 牛 一 条 Hamilton 图, 证 明 这 种 随意 Hamilton 的 图 必 为 C;， 
Kw 之 一 (Cs 是 n 顶 圈 ). 

6. 若 虽 有 Hamilton 轨 , 则 Y¥ SCYV, 强 有 w(GS) 和 所 |SI+1. 

7.G 中 任 二 顶 间 千 有 Hamilton 罗 , 则 称 G 是 Hamilton 连 适 
的 ,证 明 :G 是 Hamilton 连通 的 , 昌 wz4, 则 上 >| 广 (3u+1) | 

8. 全 不 是 Hamilton 图 ,从 YuvEV(G),G 一 v 是 Hamilton 
图 , 则 称 G 是 亚 哈 密 顿 图 ,证 明 Petersen 图 是 亚 险 密 顿 图 ， 

9. 证 明 K,, 中 有 | 如 | 个 无 公共 边 的 Hamilton 圈 

10. 用 nn 条 (nn 这 1) 水平线 与 n 条 竖 家 线 相 截 得 一 图 GG,G 有 
7 个 顶点 (每 两 直线 的 交点 为 一 硕 ) ,以 截 得 的 线段 为 边 , 问 G 是 
和 否 有 Harnilton 轨 和 Hamilton 网 . 
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1]1 一 个 nn 行 m 列 的 方 格 网 ,每 个 结 点 处 罕 了 一 颗 珍 珠 , 确 
定 闫 ,2 的 值 ,使 得 前 断 一 些 线 之 后 ,做 成 一 个 项 链 . 

12. 某 朝 一 暴君 在 皇家 召见 2w 位 大 臣 , 其 中 一 些 大 臣 周 互 存 
作 根 ,每 位 大 区 的 仇人 不 超过 nn 11 个, 证明: 这些 大 臣 可 以 排 成 
一 留 ,等 个 大 四 的 左右 部 不 是 饮 人 . 

13. 今 有 tecnm 的 立方 体 由 枚 ,它们 的 每 个 面 用 红 、 黄 、 兰 \、 绿 
四 色 之 一 染 成 ,请 把 这 四 个 立方 体 堆 成 高 4cm 的 四 榨 柱 ,使 柱 的 
每 一 侧面 上 都 出 现 四 种 颜色 ， 

14 . 求 Chvatal 图 (1.76) 上 的 一 条 Euler 回路 . 

15. 在 止 八 面体 的 每 个 面 上 重合 地 放 一 个 四 面体 的 面 ,所 得 
的 多 面体 图 是 否 Hamiiton 图 ? 

16. 一 个 二 十 面体 是 用 纸 糊 成 的 ,能 否 把 这 它 前 成 两 部 分 ,使 
得 每 个 面 也 前 成 了 两 部 分 但 又 甬 不 着 二 十 面体 的 顶点 ? 


图 1, 76 图 1, 77 
17. 证 明 : 图 1.77 不 是 Hamilton 图 . 


18. 个 顶 的 单 图 , 它 的 边 数 至 少 为 地 (#1)(n -2)+2, 则 
七 是 Hamilton 图 . 


1.12 色 


把 图 的 项 集 , 边 集 和 平面 图 的 面 集 用 各 种 颜色 着 色 , 是 一 忻 技 
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术 含 量 和 理论 含量 极 高 的 数学 工作 ,其 难度 之 大 ,应 用 之 广 在 图 论 
中 堪 称 首位 . 

1,12.1 边 色 数 

本 章 只 讨论 无 环 图 . 

定义 1 G 的 一 个 庆 边 着 色 是 措 上 (GG) 的 一 个 划分 ECG) 
=UE,,ENE,= 0,izj,E 中 的 边缘 染 上 ; 色 ,i = 1,2,…, 此 . 
若 每 个 ELsSisE) 都 是 G 中 匹配 , 则 称 此 种 边 着 芭 为 正常 & 
边 着 色 ;G 可 以 边 正常 着 色 ,但 不 能 点 -1 边 正 党 着 色 时 , 称 大 
是 G 的 边 色 数 , 记 成 X (上) = 大 .与 顶 关联 的 边 中 有 i 色 者 , 称 ; 
色 在 顶 v 处 出 现 , 在 天 * 处 出 现 的 颜色 数 记 成 c(vw). 口 

例 1 求 图 1.78 的 边 色 数 . 

解 ” 图 1.78 上 已 标志 了 用 
四 种 颜色 正常 边 着 芭 的 一 种 方法 : 
El = [vv vavs!, FE2 = iv vs, 
vavalsE3 = luvl,E = 
ivuavs ,v2v03); 但 大 谷 用 3 种 颜色 
进行 正常 边 着 色 , 则 只 能 按 图 中 国 
图 中 的 颜 芭 号 公 进 行 , 这 时 wyw3 
边 无 法 上 色 , 胡 x (0G) = 4. 

引 理 1 是 连通 图 , 非 奇 
图, 则 存在 2 过 着 色 , 使 所 用 的 两 
种 颜色 在 每 个 次 数 至 少 为 2 的 顶 处 出 现 . 

证 设 怠 是 Euler 图 , 若 与 是 偶 转 ,命题 显然 成 立 ; 符 三 不 
是 倡 圈 ,至少 有 一 顶 加 ,Cao 之 4. 令 ppelvleoem 是 GG 的 一 
条 Euler 回路 , 令 

El=|e,|i=1(mod2)!, E,= ie;|i=0(mod2)|, 

于 是 把 EE 上 1 色 ,FE, 上 2 色 即 可 . 
若 G 不 是 Euler 图 ,添加 一 个 新 顶 wo, 把 ro 与 G 中 每 个 奇 
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次 项 之 间 加 一 条 新 边 ,得 的 图 OG 十 Euler 图 , 令 UeEL VU Pox TD 
是 G 的 一 条 Euler 回路 ,其 中 es = |E(G*)|. 仍 如 上 在 G* 中 
定义 与 E7 , 则 把 E?NME(G)5S Ez ECG) 分 别 染 上 1 位 和 
2 色 即 可 ,证 毕 . 

定义 2 设 C 与 CC 是 6G 的 两 种 上 & 边 着 色 方 式 , 相 应 的 c(w) 


与 c (ww) 满 足 
>» (vu) > 2 ‘vy, 


E WIC) 


划 称 C 是 对 局 的 一 种 改善 不 能 再 改善 的 & 边 着 色 称 为 最 美 & 边 
者 色 .[) 

引 理 2 C=FEUEsU…U 是 GG 的 最 美 & 边 着 色 , 存 在 一 
个 项 & 及 两 种 颜色 i,;,i 色 不 在 处 出 现 ,而 j) 色 在 w 处 至 少 出 
现 两 次 , 则 GE;UE 中信 xz 的 连通 片 是 一 个 奇 团 . 

证 设 昌 是 G[E,;UE,] 中 舍 的 连通 片 . 若 玉 不 是 奇 圈 , 由 
引 | 理 1, 万 有 一 个 2 边 着 色 , 所 用 两 种 颜色 在 日 的 次 数 至 少 为 2 
的 每 硕 人 外 都 出 更. 我 们 用 i,j 两 种 颜色 对 HH 的 边 依 引 理 | 的 办 法 
重新 着 色 . 因 为 在 此 新 的 外 边 着 色 蝇 下 ; 中 ,i,j 两 色 在 w 处 都 出 
现 , 战 ca)=c(lu)+1, 而 ww 闪 时 ,cw) 过 ctv), 于 是 
此 与 CC 是 G 的 最 美 边 着 色 矛 盾 ， 证 毕 . 

定理 1 X 二 分 图 )= 人 

证 设 G 是 二 分 图 ,而 x'(G)> 公 , 设 C= 吕 E; 是 G 的 一 
个 最 美 会 边 着 色 ,wu EV(G), 满 足 cu) 之 dln) ,显然 x 满足 引 
理 2 的 条 件 , 因 此 G 中 有 有 奇 图, 与 二 分 圈 了 矛盾 , 故 X(G) 扫 会 ,又 
X 之 信 , 收 XG)= 公 ,证 毕 . 

定理 2(Vizing,1964) 者 G 是 单 图 , 则 要 公 久 (GG)= 公 ,要 
XG) 人 A11. 

证 GG 巷 单 图 ,XX (GG) 宇 全 ,只 从 证 XX (6G) 所 人 +1{ 图 1.78， 
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X= 会 十 1, 二 分 图 ,= 全 ). 

假设 X 1G)> 人 + 令 C= 
口 忆 是 G 的 最 美人 +1 边 着 色 ,4 
是 ctrli<etal) 的 一 个 项 , 则 存在 颜 
色 下 1 1 在 i 外 不 出 再, 而 z 1 在 
a 处 圣 少 出 更 两 次 .此 zol 是 1 全 
( 见 图 1.79). 国 为 em 的 全 +1, 所 
以 记 色 在 wi 处 不 出 现 ,i; 色 在 处 
出 现 ,否则 用 i; 重新 对 uw 春色, 得 图 1.79 
到 对 C 的 改善 与 是 最 美 么 + 工 边 
着 色 逆 左 , 故 某 边 uw 着 色 为 i2. 关 d(vz) 气 会 +1, 菜 色 i; 不 在 
17 处 出 珊 ， z3 必 在 于 妹 出 现 , 不 然 用 2 对 HU] ,用 13 对 HU 重新 
上 反 ,会 对 CC 改善 ,这 不 可 能 . 故 有 某 边 wv; 着 色 7, 继续 这 个 过 
程 ,我 们 构 作 了 一 个 项 序列 | ,v2 和 一 个 颜色 序列 1 12 
使 行 

(ta 和 着 二 色 ,(2)7+| 不 在 处 出 更. 由 于 的 次 数 有 限 , 所 
以 存在 最 小 整数 1 ,使 得 对 其 个 之 1 有: (3)i41 = 训 ( 山 轩 1.79). 

我 们 用 下 述 办 法 对 G 的 边 重 新 
上 色 : 对 于 过 7 这 上 一 1, 用 i+1 重 新 
对 uw, 上 色 , 得 到 一 个 新 的 全 十 1 边 
着 色 C = UE“( 见 图 1.80). 显然 ， 
对 一 团 和 EE VIG) 有 (vw) 守 c(v), 
且 忆 是 一 个 最 美 全 +1 边 着 色 , 册 引 
理 2,GLE', UE'; | 的 含 & 的 连通 片 
五 是 一 个 奇 圈 . 

现在 用 5 (ES 扫 J 安 11) 重新 
对 sr, 上 色 , 在 xz 上 的 颜色 是 i; ,得 图 ].80 
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到 全 +] 边 着 色 C = UU EE ,网 图 1.81 .显然 ,对 一 切 vE V(G)， 
ctu) 之 ctw}, 且 GLE ;UE, 会 4 多 连通 片 日 是 一 个 再 革 . 但 
在 五 中 mu 的 次 数 为 2, 在 万 中 的 次 数 是 1, 这 不 可 能 ,证 毕 . 

图 论 中 ,把 汪 (G)= 会 的 图 称 为 第 一 类 图 ,把 xX (G)= 公 +1 
的 图 称 为 第 二 业 图 ,可惜 的 是 ,至 今 仍 元 有 效 的 方法 区 分 (判别 ) 任 
给 定 的 图 是 第 几 类 的 图 . 

易 基 ,二 分 图 是 第 一 类 ,而 妖怪 是 第 二 类 . 

1.12.2 顶 色 数 与 面色 数 

定义 3 图 GG 的-- 个 & 顶 着 色 是 指 V{G) 的 一 个 划分 (Vl， 
Vas VA) 中 的 顶 错 着 以 i1 色 .车 WV 中 (i 二 1,2， 
… 点) 无 邻 顶 , 则 称 其 为 正常 顶 着 色 . 若 G 可 以 正常 & 顶 着 色 ， 
但 不 能 上 一 1 项 正常 善 色 , 则 称 & 为 G 的 项 色 数 ,简称 色 数 , 记 成 
X(G)= 率 , 且 称 G 是 色 图 .车 G 的 任 一 真子 图 HH, xX(H)<< 
XfG), 则 称 G 是 色 临 界 图 ,X(G)= 上 时 , 称 其 为 上 色 临 界 图 . 

例 2 求 7 醒 轮 的 色 数 . 

解 ” 因 7 顶 轮 有 三 角形 ( 见 图 1.82), 所 以 X(G) 实 3. 另 一 方 
面 , 符 轮 心 着 1 色 , 轮 周 上 2 色 与 3 色相 间 分 布 , 则 呈正 常 3 顶 着 
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色 , 即 X(G) 生 3, 于 是 X47 项 轮 ) =3. 

定理 3 XIG) 委 入 +1. 

证 人 和 任 取 一 顶 wEV(G), 对 w 
着 以 会 +1 种 颜色 之 一 ; 取 无 色 顶 4 
EV(G), 对 & 着 以 与 共 邻 价 相 异 的 | 
一 种 颜色 {全 + 1 种 色 之 一 ), 因 4 
(之 全 ,x 的 邻 顶 至 多 占用 了 全 种 
颜色 ,会 +1 种 颜色 中 至 少 还 有 一 种 
颜色 留 给 用 .又 | YICG)ES ceo, 故 
如 此 进行 有 限 次 之 后 ,可 以 完成 上 的 1.82 
正常 顶 着 色 , 故 X(G) 志 全 +1, 证 上 毕 . 

可 以 化 成 求 色 数 的 实际 问题 非常 之 多 ,下 面 拿 出 三 个 实例 . 

(1) 考 试 安排 问题 ;学 校 共 开设 n 门 功课 ,都 要 进行 期 末 考 
试 ,不 少 学 生 不 止 选 修一 门 课 ,不 能 把 同一 个 学 生 选 的 两 门 课 放 在 
局 一 天 考试 , 问 期 末 考 试 最 少 几 天 完成 ? 

化 成 图 论 模 型 则 是 :以 功课 为 顶 , 仅 当 两 门 功课 被 同一 个 学 生 
选修 时 ,在 该 二 项 则 连 一 边 , 构 成 图 和,X(CG) 即 为 所 求 . 

(2) 存 储 问 题 : 有 些 货物 , 放 在 一 起 不 安全 (例如 黄鼠狼 和 小 
鸡 ) , 阿 至 少 淮 备 几 个 库房 ? 

化 成 图 论 模 型 则 是 :以 货物 为 顶 , 仅 当 商 种 货物 放 在 一 起 不 安 
全 时 ,在 此 二 顶 间 连 一 边 ,得 一 图 G,X() 即 为 所 求 ， 

(3) 频 率 分 配 问 题 (代号 F* DD ~ CCAP):; 地 面 上 若干 无 线 电 发 
射 台 , 欲 对 每 台 分 配 一 个 发 射频 率 , 频 率 从 小 到 大 依次 编号 1,2， 
…, 称 为 信道 鸭 排除 同 信道 于 扰 , 要 求 使 用 司 信道 的 两 台 距 高 必 
须 大 于 指定 的 正 数 了 , 问 至 少 要 用 几 个 信道 ? 


化 成 图 论 模型 则 是 ;以 所 为 半径 ,以 每 个 发 射 台 为 中 心 作 略 ， 
仅 当 两 加 有 公共 点 时 ,在 两 圆心 间 连 一 边 ,以 圆心 为 项 构成 图 G， 
XG) 即 为 所 求 . 
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定 尽 4 平面 图 平面 胶 人 后 , 它 的 面 着 色 是 指 其 面 集合 
F 的 一 个 划分 (PP 有 ), 太 中 的 面 皆 着 以 ; 色 . 若 FF 中 的 
面 畏 两 盛会 共 边 , 则 称 此 上 而 着 色 为 正常 上 面 着 色 .平面 图 的 平面 
租 人 有 此 面 正 常 着 色 , 但 不 能 进行 一 1 面 正 常 着 色 , 唱 称 直 是 G 
的 面色 数 , 记 成 xX (G)=&. 癌 

各 GG" 是 GG 的 对 偶 图 , 则 有 X(G”)=X"(G). 

4 色 定 理 有 了 岗 种 表述 方式 : 

( 引 ) 对 任何 平面 图 GX(G) 扎 4. 

( 乙 ) 对 任何 平面 图 G ,x (1G) 近 4. 

(中 ) 枉 (已 ) 契 等 价 的 .事实 上 , 若 G 是 平面 图 ,日 X(G) 所 4， 
由 于 ”也 是 平面 图 ,所 以 XUG Ts4, (GT = YY 0G) 故 
XK 《QD 所 4. 反 之 ,车 xX (GD)s4, 木 妨 设 G 是 连通 平面 图 , 则 x(G) 
=X((G "= XX (G"), 而 G* 是 平面 图 , 故 xX*(G*) 过 4, 即 
XG Ed. 

定理 4(Heawood,1890) XX( 平 面 图 }<5. 

证 对 uv{ 避 ) 进 行 数学 归纳 法 证 明 . 

v5 ,定理 显然 成 立 .假设 vy 所 nn 一 【时 定理 已 成 立 , 再 证 w= 
# 时 定理 仍 成 立 , 先 把 避 平 面 氢 入 . 

内 0 是 平面 图 , 3 woE VC(G), ad( vw ) 5. 

(CUdtoos4, 考 虑 G- vo, 由 归纳 法 假设 ,X(G - wm) 所 
再 把 wo 着 以 与 邻 硕 (不 超过 四 个 ) 相 异 的 第 五 色 , 则 知 X(G) 扫 5. 

(2}ad(vo) = 二 5, 设 vis V2s'"" Vs 是 vo 邻 顶 , 依 首 时针 序 画 让 
平面 上 ,如 图 1.83. 分 别 着 以 a ,5,c,d,e 五 种 颜色 . 记 G6,=G - 
vo fu 是 Co 中 由 az 色 之 项 导出 的 子 图 .在 G, 中 讨论 如 下 ， 

(Dv 与 z3 分 处 两 个 连通 片 ,在 含 zi 的 连通 片 中 ,a 与 两 
世 互 换 , 由 归纳 法 假设 ,xfG) 之 5; 这 时 把 vn 芽 以 a 色 , 则 得 知 
XG) ES. 
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(让) 车 vi 与 vw3 在 同一 达 通 片 中 , 则 存在 胃 Plwi,w3), 在 PP 
(v1 ,03) 上 ayc 两 色 交 替 出 现 , 在 
中 vovIPlvi, v3) vavg 是 一 个 
圈 , 因 为 已 平面 散人 ,与 v4 分 
居于 此 圈 内 外 .显然 ,在 Co 中 由 
,a 两 色 导 出 的 子 图 Gi 中 ,ws 与 
v4 分 属 两 个 连通 片 ,不 然 ,在 Gs 
中 有 轨 P(w, v4), 它 号 Plo 
v3) 相 交 于 一 个 公共 顶 wy 在 P 
(wsv3) 上 ,应 是 a 各 或 ce 到 ,ww 
在 Ptvw2,v4) 上 ,应 是 5 色 或 4 色 ， 
这 是 不 可 能 的 .既然 v2 ,va 在 Giw 
中 分 局 两 个 连通 片 ,把 vw, 所 在 的 连通 片 中 5 ,4 两 色 互 换 ,再 把 
vo 着 以 5 色 , 则 得 知 X(G) 扎 5, 证 毕 . 

定理 4 的 “颜色 互 换 "技术 是 Kemple 首创 的 ,此 技巧 在 看 色 问 
题 中 不 止 一 次 地 运用 ， 

例 3 平面 上 任 作 ”条 直线 ,把 平 面 划分 成 若干 区 域 , 证 明 : 只 
需 两 种 颜色 即 可 把 全 部 区 域 上 色 , 可 使 有 公共 边界 的 两 区 域 并 色 ， 

证 ”对 ?进行 数学 归纳 法 证 明 .m = 工时 ,个 题 显然 成 立 . 假 
设 m 扫 上 时 已 成 立 ,考虑 赋 = 开 +T1, 这 时 从 友 +1 条 直线 中 任意 删 
除 一 条 直线 工 , 由 上 归纳 法 很 设 , 对 剩 下 的 上 条 直线 划分 的 区 域 ,可 
用 a ,2 两 种 颜色 着 色 , 旦 相 邻 区 域 异 色 . 这 时 ,再 把 工 复位 , 且 把 
L 某 一 侧 和 的 a ,8 两 色 互 换 , 则 得 证 命题 对 +1= 2 仍 成 立 ,证 毕 . 

1.12.3 色 多 项 式 

邻 有 (人 R 袜 1) 种 颜色 ,对 给 定 的 标志 网 进 行 正常 顶 春色 , 辐 共 
有 多少 种 不 同 的 着 色 方 式 ?” 所 谓 两 次 着 色 方 式 不 同 , 是 指 至 少 有 
一 个 顶 ,两 次 着 色 所 用 的 颜色 不 同 . 用 P(0G,&) 表 示 图 G 的 这 种 
不 同 的 着 色 方 式 的 总 数 . 对 于 给 定 的 如 ,PIC(G ,有 ) 是 从 人 到 |10,1， 

99 


图 1.83 


2 的 映射 . 
由 P(G ,上 ) 的 定义 可 知 ， 
(PLUG,R)>0, 当 目 仅 当 XfGJ<SR 
(2)P(G,)= 枯 , 当 且 私 当 ae(G}=0. 
(3)PLG,) = 一 1)…)(k 一 v+1), 当 日 仅 当 G= Kv. 例 
如 P(tK3,3) 二 3(3-~1}{3-2)=6, 见 图 1.84, 项 处 写 的 数字 是 颜 
色 代 和 号 . 
3 2 ] 2 1 了 
人 全 全 六 会合 
图 1.84 
定理 5 G 是 单 图 ,YeEE(G) , 则 
PIG,ER)=P(G~e,k)}— PlG*e,k). 
证 设 e=aw, 考 虑 用 上 种 颜色 对 G-e 正常 项 着 色 ， 
(1) 当 xy 同色 时 ,上 色 方式 数 为 PUG.e ,及 )， 
(2) 当 4 ,wv 异 色 时 ,上 色 方 式 数 P(G,k). 
由 (1) 与 (2) 得 
P(G- esk)= PlGe,k) + P(G,k), 
即 
PIG,ER)=P(G—e,k)— Pl(G'e,k), 
证 毕 . 
例如 四 顶 星 用 上 种 颜色 进行 正常 项 着 色 的 方式 数 为 
k(&k 一 1)*, 运 算 如 下 . 
定理 6 P(G,&) 是 的 wu 次 多 项 式 ,日 (1) 首 项 是 如 ;(2) 第 
二 项 为 二” 53) 常数 项 为 零 ; (4) 系数 租 整 数 , 目 正 负 交 错 
出 现 . 
证 对 进行 数学 归纳 法 证 明 . 不妨 设 G 为 单 图 , G .。 中 有 
章 边 时 ,只 保留 重 边 中 的 一 条 边 . c=0 时 ,P(G,&) = 姑 , 定 理 成 
六 .假设 e 志 mm -1 时 ,定理 已 成 立 ,考虑 。= jp 的 情形 ,由 归纳 法 
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= 3+3R -k= AR-1) 


假设 
PlG—e,k)=k" -(e—1)k" I+ 3is E)"” ‘og’, 


P(G*e,k) = kl :+ 半生， 


其 中 上 是 Ce 的 边 数 .ai , 户 是 非 负 整 数 ， 由 定理 5 得 
PlG,E)=P(G-—e,k)— PlGe,k) 


中 ~ 
= RE! — eh-! 十 (€ Fa,_2)k: “+ > [( 一 1)" ia; 二 
1—1 
(— 1)" %. |k: 


= kr — ek i+(e’ + a 7) k++ 3 【ai + b,) ki, 
证 毕 ， 
定理 6 告诉 我 们 , P(G, 上 &}) 是 多 项 式 , 图 论 中 称 其 为 色 多 项 
式 . 色 多 项 式 是 1912 年 Birkhoff 冲击 4CC 时 引入 的 ,4CC 可 写 
成 : 
C 是 平面 图 , 则 PIG ,4)>0. 
如 今 4CC 已 被 证 实 为 真 ,所 以 如 果 已 知 图 G 的 色 多 项 式 为 P 
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(GL) = Pi(k) (一 0) ,ko 这 4, 则 可 断定 G 非 平面 图 ,其 中 P 
() 是 一 个 上 的 v 一 1 次 多 项 式 ; 平 面 图 的 色 多 项 式 不 会 有 大 于 3 
的 根 ， 

各 忆 1;,G2 ;GG 基 GG 的 连通 片 , 则 有 


P{G,k)= ll re, ky). 


色 多 项 式 的 缺点 之 一 是 它 不 能 与 图 一 一 对 应 .两 个 图 有 相同 
的 色 多 项 式 时 , 商 图 未 必 同 构 , 这 从 下 面 的 定理 可 以 看 出 . 

定理 7 G 是 树 的 充 要 条 件 是 P(G,k)= k(tk~1)* ， 

证 者 P(G,)=&{k& 一 1)"!, 这 时 色 多 项 式 中 有 1 次 项 ， 


由 PCG 站 = J[ PCGi,k) 和 和 w = 1, 即 G 是 连通 图 ; 又 Ck - 


1)" 的 vv 一 1 次 项 系数 是 -人 w 一 1), 即 6=v 一 1, 故 G 是 树 . 
各 和 是 树 , 用 关于 u 的 数学 归纳 法 来 证 PCG,k)=k(k 一 
1)* .事实 上 ,=1 时 ,G 是 一 个 顶 的 树 , 所 以 PIG, 下) = 大 ,= 
2 时 ,PIG 下 )= 友 (并 一 1) ,定理 成 立 , 假 设 v 委 2 -1 时 ,PUG,E) 
二 (tk 一 1)" 已 成 立 , 考 虑 b= nn 时 的 情形 , 设 是 叶 , 取 T= 
-名 , 由 归纳 法 假设 ,P(ET' ,上 )= (fk 一 1)* .然而 ,对 了 的 每 一 
正常 上 顶 着 色 ,w 有 上 一 1 种 选择 , 故 
Pl(G,Ek)= PC(T ,kk)(R—1) 
= 一 1)” (二 一 1) 
=k(k—1)" 1!, 
证 毕 ， 
关于 色 多 项 式 , 还 有 不 少 间 题 引 人 注意 
(1) 有 相同 色 多 项 式 的 图 ,如 果 不 同 构 , 它 们 有 何 共 辣 点 ? 
例如 有 共同 色 和 多 项 式 &(& 一 1}*“! 的 图 都 是 树 , 它 们 是 一 族 到 
闭 连 通 图 ， 
(2) 如 何 判 定 一 个 多 项 式 是 知 色 和 多项式 ?” 
例如 &* 一 3&” + 3k* 满足 定理 6 的 结论 ,但 它 并 不 是 色 多 项 
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式 , 事 实 上 , 知 它 是 图 G 的 色 多 项 式 , 则 G 连通 时 ,e =3, 而 v=4， 
故 是 柄 ,由 定理 7, 它 的 色 多 项 式 应 为 有 (kk 一 1)"1=k(k-1)* 关 
"一 3k "+3k*; 若 GG 不 连通 ,由 于 e=3,v=4,G 只 能 是 G= 天 3 
Ki1, KK 即 一 个 孤立 项, 这 时 PCG,k)= E(k 一 1)(k 一 2):kAk4— 
3k* + 3k*. 

(3)Read 猜想 :P(tG, 上 &) 中 系数 绝对 值 先 是 产 格 单调 上 并, 继 
而 严格 单调 下 降 . 

至 今 无 人 反 驶 亦 无 人 证 明 Read 猜想 . 


习题 七 


1. Xx’ (Petersen 车 )=4. 

2. 怎样 求 二 分 图 的 正常 全 边 着 色 ? 

3.G 是 二 分 图 ,5(G)>>0, 则 有 一 个 8 边 闭 色 , 在 G 的 任 一 
项 处 均 有 人 个 颜色 出 现 . 

4. XCK2, -1 一 X (Kz,)=2n—1. 

5.G 是 正则 图 ,wv 是 奇数 ,e 尖 0, 则 xX (G)= 会 +1. 

6, 侣 是 无 环 单 图 ,v=2n 二 1,e 关 nn 他, 则 XY’ = 和 从 +1. 

7. 图 G 中 任意 两 个 正常 下边 着 色 对 边 集 的 色 划 分 一 致 , 则 称 
G 是 唯一 正常 边 着 色 图 ;证 明 ; 唯 一 3 边 正 肖 着 色 3 次 正则 图 是 
Hamiltan 图 . 

8.G 是 无 环 图 , 则 存在 公正 则 图 ,使 G 为 其 子 图 . 

9, 单 图 避 与 末 之 积 是 指 下 面 的 图 :其 顶 集 为 V(G)xV 
(ju 与 (eu ) 相 邻 的 充 要 条 件 是 x = x ,ww EE(H) 或 
J 二 ,WU 万 上 (GY), 试 证 明 : 

(DX GXK)= 人 GX K2). 

2) 五 是 项 扎 不 少 于 2 的 图 , 且 X 有) = 全 (五 ), 则 X (Gx 
H)= A 人 (Gx HH). 
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10. 与 出 在 单 图 上 们 +1 正常 顶 着 色 的 算法 ， 
11.30O)>1,6 是 单 图 , 则 存在 $ -1 边 着 色 , 使 G 的 每 顶 
外 出 现 一 1 种 颜色 . 


也 
12.G 是 单 图 , 则 X(G) 之 五 -元 
3.G 中 任 二 奇 圈 猎 有 公共 项 , 则 过 5. 
4.G 的 次 数列 为 dj, 4d;,…, qd,, 且 之 中 守之 dl,, 则 


Xmaxmin|ad,+1,i|. 


Ht Ht, 
a 


15.e>0, 则 Xx 所 |(2e)21. 

16. X(tG) + XCO Ev+1. 

17. 仅 有 的 1 色 临 界 图 是 Ki; 仅 有 的 2 色 临 界 图 是 K,; 仅 有 
的 3 色 临 界 图 是 阶 图 ,其 中 是 不 小 于 3 的 青 数 . 

18. 求 图 1.85 中 两 个 图 的 色 和 多 项 式 . 


图 1.85 

19. 试 证 PCC,,&) 二 ( 雍 一 1)*+( 一 1)*(& 一 1), 其 中 CG 是 
阶 图 . 

20. 试 证 PLG,)= (RR 一 2)* 十 (一 1) 器 (一 2), 其 中 G 是 才 
十 个 项 的 轮 . 

21. G 门 H 是 完全 图 ,其 中 G 与 百 是 单 图 , 则 

PIGUH,R):PIGNH,R)= P(G,E):P(H,k). 

22. P(G,) 二 0 的 实 根 不 大 于 v. 

23. XX(n 维 立 方 体 ) 二 ?x'( 维 立 方 体 )=? 

24. 图 G 的 色 和 多项式 为 P(G,k)=(k -5)Pil 色 ), 其 中 启 ) 
下) 是 上 的 vu 一 1 次 多 项 式 , 问 G 是 否 平面 图 ?为 什么 ? 
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25, 证 明 ; 若 图 G 满足 下 列 条 件 之 一 , 则 G 是 第 二 类 的 图 : 
(1)v 是 奇数 , 且 >，[A -do]< 各 
三 Wi] 


(2)v 是 哥 数 ,局 是 正则 图 ， 
(3)G 蚌 会 割 硕 的 正则 图 . 


(4)G 是 从 v 为 奇数 的 正则 图 中 删 去 不 多 于 全 -1 条 边 得 到 
的 图 
(5)G 是 从 v 为 偶数 的 正则 图 中 的 一 条 边 被 前 分 得 到 的 图 


1.13 支配 集 、 独立 集 和 Ramsey 数 


1.13.1 支配 集 与 独立 集 
定义 1 DCV(G) 称 为 图 G 的 支配 集 , 兰 任何 顶点 wvV 
(G0), 雍和 人 么 wwED, 要 么 训 与 DD 内 一 顶 相 邻 .一 个 支配 集 称 为 极 小 
赤 配 集 , 和 若 它 的 任何 真子 集 皆 非 支 配 集 . Do 是 一 个 支配 集 ,但 已 无 
支配 集 DD ,使 得 |D; | 过 | Do|, 则 称 Do 是 最 小 支配 集 , 记 1Do| = 
7Y(G),Y(G) 称 为 图 G 的 支配 数 . 口 z 
例如 只 有 一 个 非 叶 顶 的 树 称 为 星 , 星 的 非 叶 顶 称 鸭 星 心 , 星 心 
组 成 星 的 最 小 支配 集 ,y( 星 )=| 
定理 1 EC 中 无 零 次 顶 , 则 存在 一 个 支配 集 万 ,使 得 万 = V 
(G) 一 也 也 是 支配 集 . 
证 不 妨 设 G6 连通 .于 是 G 有 生成 树 全 , 任 取 定 mo 各 V 
(G), 令 
D= {vv€E VG),dr(vo,v)=0(mod2)|, 
D= {vlv€E VG), driv v1(mod2)}. 
则 DD= VC(G) 一 DD, 且 显然 也 与 DD 皆 G 的 支配 集 , 证 毕 ， 
定理 2 G 中 无 零 次 硕 , D| 是 G 的 一 个 极 小 支配 集 , 则 品 l 
二 VY(G) 一刻 了 志 是 一 个 支配 集 ， 
证 厂 人] Di 中 没有 使 vouU 亡 E(G) 的 硕 x , 则 DD 
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~ wo 仍 为 支配 集 ,与 五 ! 的 极 小 性 相 违 , 故 DD 也 是 支配 集 .证 毕 . 

由 是 理 2 知 , 对 无 狐 立 顶 的 图 ,存在 两 个 无 公共 顶 的 极 小 支配 
集 . 

定义 2 / 守 V(G), 且 了 中 任 二 项 不 邻 , 则 称 江 是 图 4G 的 一 
个 独立 集 ; xEV(G} 一 了 ,1U jiul 不 是 独立 集 , 则 称 于 是 极 大 独 
立 集 ;G 中 无 独立 集 了 ,使 得 1 了 | >>171, 则 称 了 是 G 的 最 大 独立 
集 , 这 时 记 BCGJI= | 了 ,BCG) 称 为 G 的 独立 数 . 站 

正常 顶 着 色 时 的 顶 划分 VV2U…U VW 之 中 每 个 V 蕴 
独立 集 ,i =1,2,… ,此 . 

定理 3 一 个 独立 集 是 极 大 独立 集 , 当 且 仪 当 它 是 支配 集 . 

证 若 I 是 独立 集 , 昌 是 极 大 独立 集 , 则 不 存在 vE YLG)- 
1 ,使 得 对 任何 wn 全 了 wv 所 (GG), 所 以 是 区 配 集 . 

反之 , 若 了 是 独立 集 , 又 是 支配 集 , 则 任 取 V(G) 一 了 中 一 项 
5 时 二 是 独立 集 , 故 了 工 是 极 大 独立 集 , 证 毕 . 

定理 4 了 是 独立 集 , 当 旦 仅 当 VY 一 了 是 攻 苹 集 . 

证 了 是 独立 集 ,等 价 于 没有 两 端 皆 在 了 中 之 边 , 此 又 等 价 于 
G 的 每 -~… 边 至 少 一 端 在 V(G}) - 工 中 , 即 V(G) 一 了 是 著 羡 集 ,证 
毕 . 

推论 1 KK 是 极 小 铸 盖 集 , 当 昌 仅 当 V(G) 一 KK 是 极 大 独立 
集 . 

推论 2 a(G)+B(G)= 5. 

定理 5 极 大 独立 集 必 为 极 小 支配 集 ， 

证 不 妨 设 e(G) 关 0. 设 了 是 极 大 独立 集 , 由 定理 3, 工 是 支 
配 集 , 又 YvET,v 与 1 一 iv 中 的 顶 不 相 邻 ,可 坑 了 是 极 小 支配 
集 , 证 毕 ， 

1.13.2 afG),8TG)YIGI) 的 计算 

求 gf 如) ,8(G}, (GG) 自 前 尚 无 有 效 算法 ,我 们 下 面 给 出 的 
计算 方法 具 对 顶 数 较 少 的 图 有 用 . 

1) 馆 辑 运 算 及 其 性 质 
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说 久 ， Y,Z 是 三 条 指令 ,规定 : 
要么 执行 X ,要 人 么 执行 Y 记 成 半 + 六， 
“ 革 与 Y 同时 执行 " 记 成 XY， 


.其 运算 规则 有 四 : 
(1) 迹 换 律 :XR+ YY 一 Y+ 久 ,RY = YX. 
(2) 结 合 律 : 
(KX+ Y)+Z=XR+(Y+2), (XY)Z= XC(CYZ). 
(3) 分 配 律 : 


NIY+Z)= KY + NZ,(Y+ZIK= YX+ZX. 
4) 吸收 律 : 久 + 针 = 六 ,XX 二 六, 六 十 XY = 民 . 
上 述 定 律 可 由 定义 直接 验 明 ;吸收 律 用 法 最 灵活 . 
2) 求 所 有 极 小 支配 集 的 公式 
Vv ,vo ,= ITs, 十 > 让， 


aE Niu 
把 此 公式 右 癌 按 逻 辑 运算 展开 成 积 之 和 ,每 项 给 出 一 个 极 小 去 配 
集 , 所 有 项 则 给 出 一 切 极 小 支配 集 , 之 中 最 小 者 的 顶 数 即 Y(GG). 

例 1 求 图 1.86 中 一 切 极 小 支配 和 集 及 Y{G). 

解 Vv ,Ya Ua Vas Usr Ug) = (Ul+ v2 十 23 十 Ua ) (Ya + 1 
t vdtvuat vt va (vat vt vat Vat vst ve (ust wat we) 
Cvwet vat vs) 

= (1+2+3+4){(2+1+4)(3+1+4)(4+1+2+3+5+6)(5 
十 二 十 所 1 (外 十 驴 十 44) 

= 13+16++4+235 +236， 
政和 To, ve) 26| ;是 所 有 
的 极 小 赤 配 集 , yY(G)==1. 

3) 求 所 有 极 小 履 盖 集 的 公式 

Bivsvars ww)= [[(v+ {| 2), 


一] ae) 
把 此 公式 的 右 奖 展开 成 逻辑 积 之 和 ,每 项 给 出 一 个 极 小 窗 盖 
107 


集 , 之 中 最 小 者 顶 数 为 a( G). 


图 1.86 

例 2 求 图 1.87 中 的 一 切 极 小 覆盖 集 和 a(G). 

解 (Cv, vw ) 

=(1+246)(2+ 136)(3+24S5}(4+135)(5+346}(6 + 125) 

= 2456+ 13506 + 1346+ 2340 + 1245 + 1235. 
放 知 一 切 极 小 覆盖 集 为 

| 了 rd 

| v2 vas U4 U6 | mi U2 4 Us | ? {v1, va2， v3 V5|, 
a{G)=4. 

例 3 求 图 1.87 中 的 一 切 极 大 
独立 集 和 8B({G). 

解 ”由 极 大 独立 集 与 极 小 覆 羞 
集 的 互补 性 得 一 切 极 大 独立 集 为 


图 1.87 


2 
一 2 ， TAs Css ae | = | 了 wa 

VY 一 im， < Vas Wel = jo2 ,wsl 
va v3 Var 86| = tw, vs), 
vy | za wel , 
V |v, v2 vas vs) = | v4, Vel, 


8(G)=2. 
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例 4 高 斯 五 星 后 问题 

国际 象棋 比赛 中 我 方 最 少 用 个 “后 "? 位 于 何 处 ,才能 吃 掉 对 
方 任何 位 置 上 的 棋子 ? 

解 ” 以 棋盘 六 十 四 个 方 格 为 64 个 顶 ,同行 
的 两 格 之 间 , 同 列 的 两 格 之 间 坟 及 成 45 角 (两 对 
直线 方向 上 ) 的 余 行 上 两 格 之 间 连 上 边 ,构成 一 
个 且 后 图 G, 可 以 求 得 y(tG)=5, 图 1.88 五 个 
“三 " 格 组 成 最 小 支配 和 集 , 即 我 最 少 有 S 个 后 , 放 
在 "和 " 格 中 即 可 

图 1.88 中 的 8 个 “O” 格 是 皇后 图 的 最 大 独 
立 集 ,由 定理 5, 这 8 个“O 〇 " 格 是 一 个 极 小 支配 集 , 把 我 方 8 个 皇 
后 放 在 "OO" 格 中 ,可 孢 掉 对 方 任 一 格 上 的 棋子 . 

鲍 $ 高 斯 从 皇后 问题 

国际 象棋 盘 上 ,双方 共有 8 个" 后" ,无 其 它 殿 子 ,能 否 出 现 谁 
也 起 不 掉 谁 的 后 的 局 面 ? 

解 ” 在 基 后 图 G 上 考虑 最 大 独立 集 . G 的 最 大 独立 集 显然 不 
会 超过 8 个 项 ,图 1.89 中 给 出 的 后 “三 "的 布局 怡 为 8 个 后 , 且 形 
成 独立 集 ,可 见 独立 数 8(G)=8. 图 1.89(w}(5) 是 高 斯 8 后 的 两 
种 解 . (a) 图 中 后 的 分 布 用 序列 (72631485) 来 表示 ,每 个 分 量 代 表 
后 在 该 竖 列 中 的 高 度 ,例如 7 表示 后 在 第 一 列 高 为 7, 按 此 代码 ， 


p= hs Th hh 


| 


T2631485) 61528374) 
{al Cb) 


| 


图 1.89 


(上 5) 图 的 后 分 布 为 (61528374). 形 成 最 大 独立 集 的 分 布 有 12 个 ， 
它们 是 : 

(72631485) {61528374) (58417263) 

(35841726) (46152837) ($7263148) 

(16837425) (57263184) (48157263) 

(51468273} {42751863) {35281746) 

上 面 12 个 序列 中 ,每 个 对 应 一 种 8 后 分 布 ,满足 高 斯 8 后 的 
要 求 . 

把 上 面 除 (35281746) 外 的 11 种 分 布 ,每 个 分 布 图 按 道 时 针 每 
转动 90" 得 一 个 8 后 分 布 , 旦 满足 高 斯 的 要 求 : 上 述 序列 每 种 可 技 
出 四 个 分 布 ,这 四 个 分 布 按 向 右 下 方 走 向 的 对 角 线 翻转 一 下 ,又 得 
四 个 合 要 求 的 分 布 ,如 此 共 得 88 个 后 分 布 图 . 至 于 (35281746) , 旋 
转 180" 后 复原 ,所 以 它 只 能 产生 4 个 分 布 .总 共 88+4= 只 种 有 后 
分 布 ,满足 高 斯 之 要 求 . 

1.13.3 Ramsey 数 

定义 3 单 图 G 的 团 是 VtG) 的 一 个 子 集 5, 使 得 GLS 是 
完全 图 .对 YLEN, 若 存在 最 小 自然 数 r(,!) ,使 得 r(k&,r) 个 
顶 的 图 中 会 上 顶 轩 或 项 独立 集 , 则 称 xr (kk, 站 为 Ramsey 数 .[L 

例如 1)= rR,1)=1,r(2,1)=1,r(tk,2)=k. 

r(g, 门 是 存在 唯一 的 ,但 确定 rt&, 丫 则 是 数学 中 最 难 的 问 
题 之 一 . 

定理 6 上 上 ,/!EN,k 字 2,7 完 2, 则 

rik TErtk, -1)+r(tgk—1,!), 
若 r(E 1) 与 rl 一 1,7 和 党 偶数 , 则 上 面 的 不 等 式 是 严格 不 等 
式 . 

证 令 扣 是 >(RE 一] 二 7 一 1 个 风 的 图 ,mmE V(G),， 

(C1) wv 与 至 少 x(k ,i 一 1) 个 顶 的 集合 S 不 相 邻 . 

2715 与 至 少 rf(R 一 1 门人 个 顶 的 集合 工 相 和 令 ， 
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由 于 与 相 部 的 顶 数 加 上 与 不 相 邻 的 项 数 等 于 xr(&,! 一 1) 
+r 什 一 1,1) 一 1, 所 以 要 么 (1) 要 么 {2} 必然 戌 立 (v 与 S 不 相 邻 
是 指 % 与 5 中 每 个 顶 丝 不 邻 ;w 与 工 相 邻 是 指 w 与 中 每 而 相 
邻 )， 

在 情形 (1),G[S] 中 用 项 团 或 1 -1 顶 独立 集 , 故 GLSU 
iv i] 中 有 上 顶 团 或 : 顶 独立 集 ;相似 地 ,在 情形 (2),G[TU1w|] 
中 有 顶 团 或 ! 顶 独立 集 .由 于 (1) 与 (2) 必 出 现 其 中 一 种 情形 , 故 
G 中 含 顶 团 或 ! 顶 独立 集 , 所 以 成 立 

rig i)ErtR—1,t)+trtk,t—1). 

若 rf 有 -1 站 与 rf(R 7 一 1) 篆 偶数 , 且 G 是 顶 数 为 rtk 一 1， 
+ rl, -1) 一 1 的 图 ,因而 G 的 顶 数 是 奇数 , 必 有 一 顶 ww 是 个 
次 的 ;vw 不 会 共 与 tk 一 1,4) 一 1 个 顶 相 邻 , 故 (1) 或 (2) 成 并 .于 是 
G 中 含 & 顶 团 或 ! 顶 独 立 集 , 所 以 

rfR rtk,t 1)+t+r(k— 1,i)-—1, 
即 

rf 开 LTcrf 二 7 一 1) 二 7( 下 一 证)， 
证 毕 . 

定义 4 r(k,L1) 一 1 个 顶 的 既 无 上 顶 团 亦 无 i 顶 独立 集 的 图 
称 沟 (天,1) 一 Ramsey 图 .| | 


图 1. 90 围 1.91 转 1. 92 
世 边 形 是 (3,3) 一 Ramsey 图 . 
图 1.90 是 (3,4) - Ramsey 图 . 
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图 1.91 是 (3,5) 一 Ramsey 图 . 
图 1.92 是 {4,4) 一 Ramsey 称 ， 
图 1.93 是 (4,5) 一 Ramsey 图 . 
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图 1.3 
利用 一 些 质 数 较 少 的 Ramsey 图 和 定理 6 可 以 确定 一 些 
Ramsey 数 . 
{1) 由 于 五 边 形 是 (3,3) - Ramsey, 则 (3,3) 世 6; 由 定理 6， 
r{3,3)<sr(3,2)+r(2,3)=6, 所 以 (3,3) 一 66， 
(2) 由 于 图 1.90 是 (3,4) 一 Ramsey 图 ,所 以 x (3,4) 守 9; 由 定 
理 6， 


ri3, dr2,4)+ rt3,3) -1=4+6—1=9, 
Br{3,4)=9. 
(3) 由 于 图 1.91 是 (3,5) ~ Ramsey 图 ,所 以 rr(3,5) 字 14， 
由 定理 5， 
rt3,S) 人 rt2,5)+r(3,4)=5+9=14, 
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所 以 7(3,5)] = ]4， 

(4) 由 于 图 1,92 是 (4,4) - Ramsey 图 ,所 以 7r(4,4) 之 18; 由 
定理 5， 

r(4,4)Sr(3,4)+ rt4,3)=9+9=18, 

所 以 rd4,4)=18. 

由 于 rR,2)=r(2,kR), 所 以 rr(4,3)=9,7(5,3)= 14. 

至 今 人 类 算得 的 Ramsey 数 见 表 1. 

非 平 凡 的 Ramsey 数 只 得 到 了 九 个 , 即 表 中 国 里 的 那 9 个 数 . 
对 &s10, 安 10 的 Ramsey 数 , 还 有 27 个 未 确定 出 来 ,其 中 每 个 
值 的 确定 都 是 十 分 艰巨 的 任务 ! 

拉 姆 赛 问 题 至 少 有 三 个 方面 的 原因 ,使 得 它 成 为 数学 当中 最 
引 人 人 胜 的 课题 之 一 ,一 是 它 有 相识 不 相识 这 种 生动 直观 的 社交 
活动 背景 ,二 是 它 有 美丽 的 拉 姆 赛 图 ,二 是 它 对 数学 家 具有 挑战 性 
的 难度 . 

用 着 色 的 语言 来 叙述 ,r( ,六 就 是 满足 如 下 条 件 的 最 小 整数 
n ,使 得 下 中 任 一 种 2 边 着 色 E(K,) = EU Es,E[iE;= 愉 ， 
FE 着 1 色 ,E, 着 2 色 , 则 必 出 现 同色 顶 团 或 同色 / 顶 团 . 

Ramsey 理论 中 似乎 含有 一 种 极为 深刻 的 哲理 ,体现 的 思想 不 
仅仅 属于 数学 ,甚至 不 仅仅 属于 自然 科学 .我 们 用 两 种 颜色 胡乱 地 
对 KK, 的 边 涂 上 颜色 ,上 色 的 过 程 中 究竟 哪 条 边 上 何 种 颜色 ,完全 
是 无 规 的 ,结果 呢 ? 只 要 za 不 小 于 r(R), 则 必 出 现 同色 的 团 
Ki ,在 上 述 育 目 上 色 之 中 ,绝对 没有 鞭 意 去 为 染 出 同色 Ki 而 努 
力 ,在 这 一 理论 中 ,无 序 无 规 的 活动 产生 有 序 有 规 的 后 果 , 无 序 的 
行为 也 有 某 种 规律 性 ! 拉 姆 赛 本 人 弃 是 杰出 的 数学 寒 , 又 是 诬 选 
审 智 的 哲学 家 ,只 可 惜 他 英 年 早 授 ,不然 ,他 也 许 会 告诉 我 们 更 窗 
富 于 哲理 的 数学 奥秘 . 

k++ 中 


r(k ,i)E 
定理 7 r(&,i) 站 


证 对 二 + 用 数学 归纳 法 .由 于 r(l, 人 一 7 1 二 17r(R， 
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才 ] 

5 | 5 14 25°? ? ? ? ? 
6 I 6 18 ~、 ?7 ? ?2? 
7 1 7 23 9 
3 1 8 28 ~、 ~ ? 
9 1 9 36 ?2 
10 1 10 ~ 

砷 1 


2)= Rir(2,1) = [所 以 对 让 + 委 5, 定 理 成 立 ， 
假设 对 一 切 满 足 $ 委 8+ [之 zr ++n 的 正 整 数 ! 与 二, 定理 已 成 
立 (mm 和 EN 由 定理 6， 
rim nr(tm, nl)trtm—1,n) 
<(™ 人 


jz 一 
-7 
ja 一 ] 
证 毕 . 


定理 8(Erd5s,1947) yr(k,k)>2 (k>1). 
证 因 (2,2)=2, 对 于 上 &=2, 定 理 戌 立 , 下 面 考虑 上 之 3. 今 
多 表示 1501, v2，… 为 顶 集 的 图 集合 , 特 表示 各 中 有 上 项 团 
的 那些 图 组 成 的 集合 ,显然 
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nC 一 2 


四 

和 | -2 (1) 

这 是 因为 条 边 组 成 的 边 集 之 每 一 子 集 合 确定 一 个 g, 中 的 图 ， 
Ei 

而 | ”|] 个 元 素 的 集 之 子 集 个 数 是 2 js 中 有 某 个 指 
ny k 

本 2) tA 

fo v2 Vn | 的 上 元 素 子 集 , 所 以 


了 天 
加 去 ( (2) 
由 (1) 与 已) 得 
[| nl _ikY m2 |» 
信人 (2) < en, (3) 


设 < 六 .由 (3) 得 
上 丰 -(,) 友 
< = 向 < 这 3) 
因此 和 刍 * 中 的 图 的 个 数 比 ,中 图 的 个 数 之 半 还 少 .又 和 急 .= 1G| 
(XYE5 |, 且 S 是 图 G 的 团 的 充 要 条 件 是 S$ 是 Gf 的 独立 集 , 故 有 
& 顶 独立 集 的 图 在 等 , 中 亦 不 过 半 , 故 在 名 , 中 有 某 个 图 ,这 既 无 上 
顶 团 , 亦 无 上 顶 独立 集 ,所 以 有 + (8,8) 渤 守 , 证 毕 . 
推论 m=minik,1, 则 (8,1) 守 22. 
Erdas 给 的 下 界 与 真实 值 之 间 可 能 相去 其 远 ! 例如 名 =4 时 ， 
定理 8 给 出 r(4,4) 之 22=4, 而 r(4,4)=18, 相 差 14, 误 差 78%. 
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1.13,4 多 元 Ramsey 数 和 Shur 定理 

定义 5 对 任意 给 定 的 m 个 自然 数组 成 的 数列 丰 ,有 2 ，… 
Ry ,rR ER) 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 整数 4, 当 对 KK, 的 
边 任 意 进行 六 边 着 色 (El ,E23,…,F, ) 时 ,存在 菜 个 i, KK, 中 出 现 
1 色 团 天。 ,1 所 7m ,mm 之 2, 则 称 rl Ram- 
sey 数 .站 

与 >( 二 ,相似 地 ,有 估计 式 

(CL)r{ik, Ra sR rik 1, Ra ,k,l t riki,R2— 1, 
Rt + riRI R22, ,km 1}— m+2. 


(Rk1+ kat Rn)! 
(2)r {RI + kst 1, ,k, DS 


定理 9(Schur,1916) 设 (S1,S2,…, 5S,) 是 集合 11,2,…, rr, | 

的 任 一 划分 ,其 中 ,= 二 G3,3,…,3), 则 对 菜 个 il 入 7 入) 5; 
2 

中 有 三 个 数 工 ， Ys yy 

证 K, ,KK, 之 硕 集 为 |1,2,… ,rl ,用 1,2,…,n 这 x 种 颜 
色 对 兵 ， 进行 边 着 色 ， 当 且 仅 当 |w 一 v1 名, 村 , 边 uv 着 以 i 色 ; 
由 r。 的 定义 ， 下 ， 中 有 音色 三 甫 形 ,其 存在 三 个 项 @ ,b,c,ab,ac， 
be 这 三 < 边 有 同色 无 损 一 般 性 , 设 a 交 p>c, 令 z=a-b,y=6。 
-eT 二 a 一 则 xz,y,z 人 9,, 且 w+y= ,证 些 ，. 

例 6 平面 .上 有 六 个 点 , 任 三 点 莉 为 一 个 不 等 边 三 角形 的 项 
操 , 则 这 些 三 角形 中 有 一 个 ,其 最 短 迫 是 另 一 个 三 角形 的 最 长 亡 ， 

证 ”把 每 个 三 角形 的 最 短 边 甸 染 成 红色 , 剩 下 的 边 染 成 白色 . 
由 于 xr2==6, 所 以 必 出 现 同色 三 角形 ;又 每 个 三 角形 玫 有 最 短 边 ， 
所 以 每 个 三 角形 上 剖 有 红 边 , 故 上 述 同 色 三 角形 是 红色 的 , 它 的 最 
长 这 也 为 红色 ,同时 ,此 红 边 又 是 某 一 三 角形 的 最 短 边 ,证 毕 . 


习题 入 


1. 求 Petersen 图 的 所 有 极 小 支配 集 和 支配 数 . 
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2. 求 Petersen 图 所 有 极 小 署 盖 集 和 覆盖 数 . 
3. 求 Petersen 图 所 有 极 大 独立 集 和 独立 数 . 
4.G 为 二 分 图 的 充 要 条 忻 是 对 G 的 任意 子 图 旺 , 独 立 数 8 


(HH) 之 方 v(H). 

5 二 个 图 局 称 为 8 临界 的 ,着 VeE ECG),B(G -> 
(G) ,证明 :8~ 临界 图 无 制 顶 ， 

60.7r(k,2)=r(i,k). 

7. 有 3 人 相识 或 4 人 人 不 相识 的 人 群 最 少 几 人 人 ? 

8. 求 Y( 二 十 面体 )， 

9. 求 a{k 维 立方 体 )， 

10. YEEN, 存 在 一 个 图 GG,G 上 的 一 个 支配 集中 含 个 极 小 
支配 集 , 试 加 证 明 ， : 

tt. 证 明 或 反 驱 :每 个 覆盖 集中 必 会 最 小 覆盖 集 . 

12, 国 际 象棋 (8x8 棋盘 ) 的 “ 马 图 ",“ 象 图 ”",“ 车 图 ”",“ 后 图 ” 
的 独立 数 ,支配 数 和 覆盖 数 各 是 多 少 ? 

13. 证 明 : 图 1.90 是 (3,4) 一 Ramsey 图 . 

14. 证 明 : 图 1.91 是 (3,5) 一 Ramsey 图 . 

15. 证 明 : 图 1.9%2 是 人 4,4) 一 Ramsey 图. 

16. 证 明 :(im 委 mfr 1 一 1+2102)7rosS[a ej]+1;{(3) rs 
<:17. 

17. s, 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 整数 :把 11 2,s| 划分 成 n 
个 子 集 ,总 存在 一 个 子 集 ,其 中 有 x + y= >: 的 解 ; 则 5s; 二 2,s2=5， 
3 一 了 4 . 

me 1—1, 


19. 5 1 7 十 卫 ，. 


20.s， > (27(3)"- 3+1). 


21 一 个 国际 社团 由 六 个 国家 的 1976 人 组 成 ,对 每 个 人 任 编 
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一 号 码 ,号 色 从 1 编 到 1976, 则 一 定 有 一 人 ,其 号 码 是 其 某 同 胞 号 
码 的 2 们 或 两 同胞 号 码 之 和 , 试 加 证 明 . 且 问 : 

(1) 把 1976 改 成 19S8 ,命题 还 成 立 吗 ? 

(2) 若 只 有 364 各 人 土 , 可 以 有 一 种 编号 方法 ,使 上 述 同 胞 与 
码 关 系 不 出 现 妈 ? 

(3} 把 5 国 改 成 n(n 实 6) 国 , 问 至 少 多 少 位 人 人士 参加 ,才能 发 
生命 题 中 所 述 的 同胞 叶 码 关系 ? 至 多 多 少 人 参加 , 才 可 设法 避 倪 
那 种 同胞 刁 抽 关系 ? 


1.14 有 向 图 


1.14.1 有 向 图 的 连通 性 

定 兴 1 把 有 向 图 各 过 方向 去 掉 , 所 得 的 无 向 图 称 为 该 有 困 
图 的 底 图 ;有 向 图 G 的 底 图 连通 时 , 称 此 有 向 图 G 是 弱 连 通 有 向 
图 ;对 于 有 向 图 G 的 项,w, 若 存在 有 向 软 p(w ,ww), 则 称 &w 可 达 
UiY WveEv(G), 不 但 & 可 达 w, 而 且 vw 可 达 z 时 , 称 避 是 强 连 
通 有 向 图 ;着 ww,vEV(O),w 可 达 包 或 wv 可 达 & 时 , 称 G 是 单 
连通 有 向 图 .二 

定理 1 G 是 强 连 通 有 向 图 的 充 变 条 件 是 G 的 一 切 顶 在 一 个 


有 回回 路 上 ， 
证 设 G 是 强 连 通 有 向 图 ,VCG)= io1,w2,…,v。1, 则 存在 
有 了 回 猎 Plv, wo), Pot was 3 jw P(tw,, uy, 


是 UP, 为 含 一 切 顶 的 有 向 回路 . 
反之 ,车 G 的 一 切 顶 皆 在 一 个 有 向 回路 上 , 则 Ya,vEYV 
(GG) ,存在 有 向 轨 Pw,%v) 与 Py(v ,ww) ,所 以 GG 强 连 通 , 证 毕 . 
定理 2 有 向 图 G 为 单 连通 有 向 图 的 充 要 条 件 是 G 中 存在 
有 向 生成 道路 . 
证 ”充分 性 不 足 道 ,下 证 必要 性 . 
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已 知 各 是 单 连 通 有 癌 图 , 刚 Y W 三 Y(CG) ,总 存在 vj€ Wi， 
对 性 何 vE€ Vi ,使 得 vw 可 达 ,不 然 的 话 , 必 有 一 个 最 小 的 无 此 
性 质 的 顶 子 集 LU = | 记 | ,oo 在 U ~ i ui 中 存在 一 个 项 ws 
对 任意 的 xE EC 一 | 人 入 5 不 可 达 x .由 此 知 , C 中 只 能 是 wv 不 能 
达 羽 ;同时 帮 不 可 学 ,这 与 G 是 单 连通 有 问 贺 矛 盾 ,证 毕 . 

定理 3 无 同 区 可 是 困 成 强 连通 有 癌 图 的 充 要 条 件 是 C 
是 无 刁 连 通 名. 

证 ” 兰 无 向 图 G 可 定向 成 强 连通 图 ,而 怠 中 有 桥 e = wv, 则 
是 癌 后 ,x 与 v 两 顶 不 能 彼此 可 达 , 与 强 连 通 定义 相 违 ,所 以 GG 
中 无 桥 ， 

反之 , 若 G 是 无 桥 连通 图 ,G 不 是 柑 , 避 上 有 圈 Gi, 若 Ci 是 
G 的 生成 子 图 , 则 把 Ci 上 的 边 定 问 ,使 G1 战 为 有 向 天 ,而 不 在 
Ci 上 的 按 可 任意 定 癌 , 即 可 使 6G 定向 成 强 连 通 子 图 . 阁 G 不 是 
C7 的 生成 子 图 ,存在 wl 全 V(G1) ,又 存在 v2 V(G1), 和 使 得 UL U2 
EE(G), 由 于 G 中 无 桥 , 故 4(w1)>>1, 于 是 在 G 一 wiwz 中 ,存在 
一 轨 P{wi,w) ztE V(G1). 把 边 VU? 定向 成 从 vj 指 问 2 把 已 
{vis 上 的 边 定向 成 使 Plvj ,4) 从 xw 指向 ti 考虑 有 门 图 C; = 
CUPayoy UPIniyz) ,其 中 Piw ,v2) = 二 ww; 于 是 G 的 
一 切 顶 在 有 问 何 路 上 ,由 定理 1,G; 是 强 连 通 有 向 图 . 令 G, 扮 上 
述 Ci 的 角色 ,重复 上 述 推理 ,可 得 比 G; 的 顶 更 多 的 强 连 通 图 
C3, 避 次 增 淮 强 连通 图 G1 ,Gs,… ,Gi 的 顶 数 ,最 后 会 得 到 一 个 强 
连通 图 G,,G 是 G 的 生成 子 图 .把 不 在 G, 中 的 G 的 那些 边 任意 
定 问 , 则 把 G 定 回 成 了 强 连 通 图 ,证 毕 . 

1.14.2 有 向 轨 与 竞赛 图 

有 问 图 上 有 有 向 轨 的 长 度 与 其 凑 图 上 的 轨 的 长 度 一 般 没 有 多 大 
关系 ,例如 图 1.94 中 的 底 图 有 长 16 的 无 问 轨 ,但 向 为 有 问 图 它 最 
长 共有 长 2 的 有 癌 执 ,我们 发 现 它 的 色 数 是 3. 一 般 地 , 色 数 与 有 
阿 轨 之 间 有 下 效 的 定理 . 

定理 4 以 G 为 底 图 的 有 向 图 G 中 存在 长 X(G) -1 的 有 向 轨 ， 
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证 设 五 是 使 有 向 图 G =G- 五 ( 仍 以 台 表 示 以 G 为 底 图 
的 有 癌 图 ) 不 含有 向 图 的 最 小 边 子 集 , 设 G 中 最 长 的 有 向 办 长 上 &. 
把 颜色 1,2,… ,+1 分 配给 G 的 硕 , 当 以 vw 为 起 点 的 G 内 有 问 
轨 最 大 长 度 是 i 一 1 时 ,对 vw 着 以 i 色 . 用 V 表示 i 色 顶 和 的 集合 ， 
下 证 (VVa Vi+1) 是 G 的 正常 & +1 顶 着 色 . 


聊 1.94 

首先 看 到 , G“ 中 任 一 有 向 轨 起 点 与 终点 异 色 .事实 上 ,者 PP 
{u,v) 是 G 的 一 条 有 入 胃 , 设 we V, 则 有 有 问 轨 @Q= ww2v3*… 
vi 壬 G ;又 GG 中 无 有 问 圈 , 则 P(w ,ww)UUQ 是 起 点 为 & ,长 至 少 为 
i 的 有 问 轨 ,于 是 ww 仿 Vi 

再 证 全 的 任 一 边 法 尾 蜡 色 . 设 ww EE(G), 若 wvEE(G )， 
央 uw 是 G 的 有 问 轨 ,ww 与 vo 异 色 ; 若 ww 人 EC(G ), 妈 ww€EE', 册 
五 "的 最 小 性 ,G + ww 含有 向 冉 C.C -ww 是 G 的 一 条 有 向 轨 , 故 
4 与 v 亦 蜡 色 . 

至 此 得 证 (Vi WV， V41) 是 G 的 正清 上 走 + 1 项 着 色 , 大 
X(t+1, 上 之 X(G) 一 1 所 以 G 有 长 X(G) 一 1 的 有 向 轨 , 证 毕 . 

定义 2 完全 图 每 边 定向 后 得 到 的 有 问 图 称 为 竞赛 图 ,竞赛 
图 中 若 一 项 通过 至 多 长 2 移 有 向 轨 可 以 到 达 任 何其 它 顶 时 ,此 顶 
称 为 王 .[L 

推论 1 竞赛 图 K, 中 存在 有 向 Hamiltm 扫 ( 售 G 一 切 顶 的 
有 癌 轨 ). 

证 xX(K,)=w, 由 定理 4, 竞 赛 图 KK, 中 含 长 ~1 的 有 向 轨 ， 
此 种 轨 即 竟 赛 图 中 的 有 铅 Hamilton 轨 ,证 毕 . 

定理 5 G 是 无 环 有 疝 图 , 则 其 底 图 中 有 -独立 集 S ,使 得 V 
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(G) 一 S 中 每 个 顶 可 通过 长 至 多 是 2 的 有 向 轨 由 $ 内 的 顶 达 到 

证 对 | V(G)|=w 进行 数学 归纳 法 证 明 . 

uv 三 1 时 ,定理 自然 成 立 .假设 顶 数 比 sy 小 的 有 向 图 ,定理 已 成 
并 ,下面 讨 论 顶 数 为 4 的 有 向 图 GG. YvE VG), 令 (Y=G- 
Civl UN?(v)), 其 中 N+* (vw) 表示 以 wv 为 尾 的 边 的 头 组 成 的 集 
合 . 由 归纳 法 假设 (不 妨 设 V(G') 关 @), 存 在 G 的 一 个 独立 集 
S',G' 中 不 在 S' 里 的 顶 可 由 S 中 的 顶 经 至 多 长 2 的 有 向 轨 达 到 ; 
敬 uwvEE(tG), 且 wuES’, 屠 么 N “(如 ) 的 每 个 病 可 由 x 通过 至 多 
长 2 的 有 向 辕 达 到 ,这 时 ,定理 成 立 . 若 对 任何 ww E S', ww 在 玉 
(G), 则 S= SUlv| 满 足 定理 紧 求 ,这 里 uw 起 5 ,证 毕 . 

推论 2 竞赛 图 中 有 王 . 

证 K, 的 独立 集 由 一 个 顶 组 成 ,由 定理 5 知 存在 KK, 的 某 个 
项 是 王 , 证 毕 . 

注意, 王 未 必 唯 一 ,例如 图 1.95 中 有 三 个 8 
十 共 Yo yz3， 

在 竞赛 图 中 若 uw 是 一 条 有 向 边 , 则 称 zx 
胜 v,u 得 1 分 ,wv 得 零 分 .车 胜 忆 或 胜 tw, ni 
w 胜 忆 , 则 称 # 优 于 > 王 点 即 优 于 其 它 一 切 顶 
之 点 ， 闭 1.95 

定理 6 竞赛 图 中 得 分 最 多 者 为 王 . 

证 人 设 4 是 得 分 最 多 的 顶 ; 若 4 得 v -1 分 , (wv 是 全 图 顶 
数 ), 则 & 优 于 其 它 一 切 顶 ,zx 是 王 . 著 4 得 分 少 于 u 一 1 . 设 它 胜 过 
Uy UP" vw ;而 路 给 了 Ug+is zy 这 时, 若 va+1 胜 了 
U1 V2 Dh 则 41 比 多 胜 一 次 ,与 二 得 分 最 多 矛盾 ,所 以 在 
在 vs ER ,VY, 胜 过 wi ;1 ,于 是 出 现 HH 胜 vw,,w， 胜 vw; ,| 的 启 面 ， 
邱 优 于 wi 1, 辣 理 可 证 优 于 vw ;;,…,%w,_1 即 为 王 ,证 些 ， 

注意 , 王 未 必得 分 最 多 ,例如 图 1.96 中 ,iu 得 3 分 , 它 得 分 最 
多 ,是 王 ; 但 ml 也 是 王 , 却 只 得 2 分 . 

定理 7 竞赛 图 中 * 是 唯一 王 的 充 要 条 件 是 x 得 vu 一 1 分 . 
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证 设 得 分 -1, 由 定理 6,4 是 玉 . 若 还 有 一 个 王 名 , 则 应 
该 是 存在 一 边 wu 或 存在 有 向 轨 wen ,总 之 4 是 
某 有 问 边 之 头 , 即 2 至 少 败 过 一 次 ,与 4 得 分 
u 一 4 相 建 .有 加 网 这 时 王 是 唯一 的 . 

反之 ,各 4 是 唯一 的 王 , 厅 4 得 分 不 超过 
b 一 2, 则 存在 有 了 回 边 以 x 为 头 , 雇 所 有 这 种 以 

1.36 为 头 的 边 之 尾 导 出 一 个 子 竞赛 图 G ,由 推论 2， 
0G 中 有 王 v; 电 航 uv 也 是 竞赛 图 KK, 之 王 ,与 KK, 的 王 瞧 一 耶 对 , 赦 
# 得 分 uv 一 1, 证 毕 . 

1.14.3 有 向 圈 与 竞赛 图 

定义 3 称 无 环 且 无 方 回 相同 蜂 点 多 相同 的 所 谓 重 边 的 有 回 
图 为 严格 有 了 癌 图 ;GG 是 有 问 图 ,SS,TCY(G),SN T= 人, 则 (5S， 
了 了) 表示 尾 在 S 头 在 T 中 的 边 之 集合 ;687 = min ld (vi ,本 ”一 
in id 《v)|; 有 同 图 G 中 含 一 切 预 的 有 四 图 称 为 有 出 Hamil- 
ta 图 ,含有 同 Hamilton 图 的 有 向 图 称 为 有 向 Hamitton 图 .六 

定理 8 wu 之 3 的 强 连 通 欧 完 图 的 每 一 项 都 全 于 某 有 同上 阶 
轿 上 ,二 3,4,3,,b， 

证 设 G 是 强 连通 竞赛 图 ,YuE V(G), 取 S=N' (ux),T 
=N (a), 其 中 Ntw) 是 以 ww 为 尾 的 边 的 头 组 成 的 集合 ,NN 
(zz) 是 以 xz 为 头 的 边 的 属 组 成 的 集合 . 我 们 来 证 明 x 在 G 的 三 阶 
圈 上 ,事实 上 ,由 于 G 是 强 连通 竞赛 图 ,S 与 了 皆 非 空 , 且 (S, 了 ) 
天 侨 , 放 有 过 ww ,wv 七 S,w 世 TT, 于 是 x 在 三 角形 er 上 , 即 在 
三 阶 圈 上 , 见 图 1.97. 

下 垣 用 数学 妇 纳 法 证 明 . 假设 & 在 荣 些 长 为 3,4,…,n 的 有 
梧 圈 上 ,考虑 ww 是 否 在 某 个 长 x +1 的 有 向 闭 上 . 设 C= vwoviv2*… 
v4: 其 中 wo 二 wv, 二. 帮 存在 wwEV(G) 一 V(C),% 是 尾 在 C 上 
的 一 边 的 头 , 艾 是 头 入 CC 上 的 一 边 的 尾 , 那 么 C 上 有 项, vi41， 
使 得 vw ,vw 所 E(G), 于 是 在 n+1 阶 团 wiv vor1Ui+2 
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上 .否则 ,用 3 表示 YIG)- YIC) 中 与 尼 连 接 的 边 的 头 集 ， 
个 表示 这 些 边 的 尾 集 ,网 图 1.98, 由 于 G 是 强 连 有 向 图 . S 关 分 ， 
T 关 作 ,(S,T) 关 人 少 , 存 在 vES,wET. 使 得 wwEE(G),- 故 4 
症 xn 二 1 阶 疾 wr wa…o, .上 ,证 毕 . 


图 1.97 


国 1. 98 


推论 3 GG 基 强 连通 竞赛 图 的 充 概 条件 是 竞赛 图 上 是 有 向 
Hamilton 图 . 


5| 理 3 是 严格 有 问 图 , 则 GG 有 长 不 小 于 maxi5 ,5811 的 
有 向 畦 . 
证 不 妨 设 max16 ,5871=87 ,木然 考虑 G 的 反 向 疼 , 妈 把 
上 的 各 边 定 向 反 过 来 得 到 的 有 向 图 G ,在 G 与 G 中 对 应 的 有 向 
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入 长 一 致 . 设 P(wo,wo) 是 G 中 最 长 的 有 向 轨 , 若 己 的 长 度 小 于 
6 ,由 于 人 各 是 严格 有 回 图 , 必 有 昆 为 vo 而 头 不 在 P 上 的 边 ,从 而 
玉林 延长 , 河 己 之 最 长 性 矛盾 ,所 以 PCaoyao) 的 长 不 小 于 全 ”= 
maxi ,#1 ,证 毕 . 

引 理 2 GG 是 严格 有 向 图 , 且 maxt8 ,6 = 有 >0, 则 G 中 
有 长 度 不 小 于 &+1 的 有 向 圈 . 

证 不 妨 设 max13 ,8 | = 人 0 ,由 定理 1,G 中 有 一 条 最 长 
有 辣 轨 PP(wo, wo) ,其 长 度 椒 小 于 上 >0. 和 由 于 G 是 严格 有 问 图 ,从 
而 应 有 d (vo) 条 以 vo 为 尾 的 边 , 这 些 边 的 水 两 两 相 异 ,又 a 1 
CU) 这 让, 由 P(wo, vp) 的 最 长 性 ,这 些 以 vo 为 尾 的 边 之 涉 丝 在 瑟 
Cuo: vo) 上 上 , 故 G 中 含 长 度 不 小 于 上 + 1 的 有 问 疾 ,证 毕 . 

定理 9 G 是 严格 有 向 图 , 且 mini6 ,7 之 7 >1， 
则 已 是 有 向 Hamilton 图 . 

证 设 G 是 满足 定理 条 件 但 不 售 Hamilton 圈 的 有 稍 图 , 写 

中 最 长 

圈 之 长 为 1,C=wi wvWwvl 是 后 中 
bp 长 ! 的 一 个 有 向 图 .由 引 理 2,G 中 有 
长 不 小 于 艺 +1 的 有 向 轿 , 故 1> 攻 . 
令 Plu,v) 是 GG 一 V(C) 中 最 长 有 问 


图 1.99 2 十 了 二 |， 
见 图 1.99. 又 因 z> > , 故 有 


m 人 < 全. {1) 
念 
心 一 1 并 = i EE ECG)|. 
首先 证 明 S 门 工 = ,事实 上 , 令 Ci 是 C 上 起 于 vw; 止 于 六 的 部 
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分 ,在 某 个 i 在 SN 丁 之 内 , 则 GG 中 就 含有 长 1+ m+ 1 的 有 向 园 
Cu-TPtazrea 可 CC 是 瑟 的 最 长 圈 相 违 . 故 知 
SN T=. (2) 
因 Pla ,如 是 GG~ VC) 中 的 最 长 有 癌 轨 , 鼓 
N (CVIP)U VC). 
但 在 忆 上 以 为 站 的 边 之 条 数 为 | Si ,有 ds (ww) 所 ， 
战 有 


1S| 之 ~ m. (3) 
相似 地 有 
了 | 之 六 -7 ， (4) 
由 (1) 知 S$S 关 人 名, 丁 闫 名 ,由 (3) 与 (4) 及 vu 宇 1+m+1 得 
Isi+|T| 守 i -m+1., (5) 
由 (2) 得 
1 SUTI2i—m+1. (6) 


多 5 了 妇 ,了 T 关 人 ,S11T= 怠 , 故 存在 自然 数 i , ,使 得 iE 5S,i+ 
EET, 且 
1+ jij SUT,Ii<k, (7) 
运算 是 在 modi 意义 下 进行 的 .由 (6) 与 (7) 知 有 上 扫 产 , 故 
cr -v1uP(lu,v) vw+4 是 有 条 圈 ,其 长 为 +xmw+1 一 上 ,上 比 
C 还 长 ,这 不 可 能 ,证 毕 . 
1.14.4 有 向 Euler 图 
村 无 问 医 中 Euier 下 的 宇内 容 相 似 地 可 以 给 量 有 疝 图 中 
Euler 图 的 定 关 和 理论 . 
定义 4 含有 向 图 中 每 条 过 的 有 向 行 迹 叫做 有 向 Eujer 行 迹 ， 
闭 的 有 向 Euier 行 迹 叫 做 有 同 Euler 回路 ,含有 向 Euler 回路 的 有 
向 图 称 汶 有 癌 Euler 图 . 口 
定理 10 G 是 弱 连 通 有 向 图 , 则 下 述 三 个 命题 等 价 ， 
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(1)G 是 有 站 Euler 图 . 

(六 人) 

(3)G= 了 UC, 其 中 ,是 有 向 圈 , 且 E(C)NnE(G)= 2,1< 
i 所 7] 挝 n,n 为 某 目 然 数 . 

定理 11 如是 弱 连 通 有 癌 图 ,县 
ad (vuE VGC) Iu, uzl, 

d (vv)—1,v= ul, 
d (ut+l,v= Ww, 
则 中 有 以 wi 为 起 点 以 v2 为 终点 的 有 了 周 Euler 行 迹 . 

下 面 讨 论 如 何 运 用 有 同 Euler 图 的 理论 人 设计 计算 机 的 关键 部 
件 有 效 伴 或 . 

一 个 磁 纹 ,相当 于 把 一 个 曲面 划分 成 27 个 部 分 ,每 一 部 分 由 
导体 或 由 绝缘 体制 成 .图 1. 100 中 磁 鼓 接触 器 的 位 置 按 顺 时 针 读 
读 出 010, 顺 时 转动 一 格 得 101, 再 转动 一 格 得 010, 这 就 二 了 ,这 
个 状态 与 开始 的 状态 无 法 区 别 1 

一 般 地 ,设计 一 个 磁 辟 , 把 就 而 划 


NN, 分 成 2 个 格子 ,每 个 格子 上 分 配 一 个 
委 数字 0 或 1, 但 要 求 满足 “不 重复 ,不 遗 
2 幕 漏 "的 条 件 


od {vu)= 


(1) 不 重复 ” 即 相 继 的 个 接 般 疾 
指针 , 随 着 就 面 的 转动 所 读 出 的 2° 个 有 
位 0 一 1 人 砚 要 两 两 相 异 ,为 此 必须 2: 实 
图 1.100  ， Da 
(2) 不 遗漏 即 关 个 不 同 的 六 位 和 一 工 码 每 个 都 对 应 鼓 的 一 
个 状态 ,为 此 2* 志 2”， 
由 (1 与 (2) 知 必须 下 三 六. 
上 二 的 不 重复 不 遗 濡 的 磁 就 叫做 有 效 磁 就 ,图 1. 100 不 是 
有 效 磁 鼓 . - 
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对 于 任 给 的 &= ,如 何 设计 一 个 有 效 梯 鼓 ? 作答 如 下 : 
检 作 有 问 钢 G,: 
VIG) = 1pip2a pa lp E10,1i ,ein 1; 

Yu VG), vwEE(G, Ov = pp pp, 1, V2 = 
Papa™ pr-ipas p10,1 ,i =1,2, ,7n. 这 时 记过 vwiv2= pip; 
pa 1p. 

容易 看 出 ,Yuv€E yw 有 co)=a fo)=2, 训 实 上 , 河 
呈 三 1 罗 5 则 愉 有 两 个 过 #1 ,wz 以 二 为 尖 , 怡 有 两 个 边 &3， 
ad 以 吕 为 尾 ， 

a (Opipar ps -2)0, ga2= (Lp1p2 p,_2)v, 

a3= vpaps pri0), aa= vpaps paril). 

由 定理 10,G, 是 有 向 Euler 图 , 沿 G, 的 有 回 Euler 同 路 每 过 
取 第 一 位 数字 ,所 以 昌 一 1 数 串 顺 次 抄 入 2* 个 格子 便 完 成 了 了 有效 
磁 就 之 设计 ,图 1,101, 图 1.102 中 男 的 是 上 = ?=4 的 有 效 磁 鼓 设 
计 图 . 

必 为 有 人 厅 疼 讨论 的 结尾 ,介绍 方向 对 桢 性 . 

方向 对 偶 原 赠 : 每 个 关于 有 向 图 的 定理 ,存在 一 个 对 偶 的 定 
理 , 它 是 由 前 者 的 每 个 概念 代 之 以 反问 的 概念 得 出 的 .[] 

以 下 面 琴 例 襄 明 之 . 

定理 w 上 有 向 图 的 底 图 中 无 圈 , 则 存在 wwE V{G), 使 得 
d 【ze 

定理 a 是 真 的 ,事实 上 , 蔡 P(w,w) 是 无 轿 底 图 对 应 的 有 问 图 
G 中 的 最 长 有 同 较 , 则 BiIeyo) 之 终点 二 满 中 co)=0 不然， 
存在 以 v 为 尾 的 有 疝 边 ,此 边 之 头 只 能 在 Ptw ,py 上 ,于 是 与 底 
图 无 圈 政 技 . 

定理 wx 有 向 图 的 底 图 无 圈 , 则 存在 woE V(G), 使 得 
dd (uu)=0. 

定理 a 是 定理 2 的 对 偶 定 理 ; 亦 成 立 . 

定理 及 一 个 玛 连 通 有 向 图 G 是 一 个 外 向 树 的 充 要 条 件 是 
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从 有 一 顶 meE VCG) ,使 得 do)=0,YuoEYIG) - | vo |， 
d (vu)=1. 

定理 8 显然 是 成 立 的 ,其 对 侦 定 理 为 

定理 所 一 个 弱 连 通 有 向 疼 G 是 一 个 内 向 树 的 充 要 条 件 是 
位 有 一 项 zeE YUCG) ,使 得 (vw)=0,YvEV(G)- |vl,d i 
(vw)=1. 


习题 九 


1. 单 图 G 有 几 种 定向 方式 ? 
2. 如 是 有 了 癌 图 , 则 > 可 (wv) = 人 d (vv)=&. 
ouE VO) EWG) 


3. 有 全 图 G 中 无 有 向 图 , 则 8 (G)=5+(G)=0. 

4.G 是 强 连 通 有 同 图 的 充 记 条件 是 其 底 图 连通 月 底 图 的 每 
个 抉 在 有 向 图 G 中 是 强 连 通 子 图 . 

5. 有 了 问 图 上 之 逆 是 GG 的 每 边 反 向 定向 得 到 的 图 G ,证 明 : 

DG) =G,(2)adr(v) = dotv),(3)G 中 可 达 vw 的 充 
要 条 件 是 在 G 中 v 可 达 #. 

6. 竞赛 图 着 个 是 强 连通 有 问 图 ,只 要 改变 一 条 边 的 方向 , 则 可 
变 成 强 连 通 有 向 图 ， 

7. 无 回 图 G 有 一 种 定向 方式 , 使 得 每 条 有 向 轨 不 长 于 
(GG). 

38. 局 是 满足 下 列 条 件 的 有 局 图 : 

(Da (rj-d (xr)=d (vy)—d':(y)=/, 

(2)Jd (vwv}=ad (v),vE VG)}— |r,y|), 
刚 G 中 有 ;条 无 公共 边 和 且 以 x 为 起 点 以 y 为 终点 的 有 向 轨 . 

9.G 是 顶 数 大 于 1 的 有 何 图 ,对 V(G) 的 每 个 非 空 真子 集 
5S, 均 有 1(S,S)| 实 ,其 中 S= VY(G) 一 S, 则 称 G 是 上 & 边 连通 有 
和 问 图 ,证 明 :G 是 强 连 通 有 向 图 的 充 要 条 件 是 它 是 1 边 连 通 有 向 图 . 
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旧 . 昕 种 屁 息 ,每 两 种 之 中 必 有 一 种 能 咏 死 另 一 种 ,证明 :可 所 
将 这 上 百 种 昆虫 每 种 最 一 个 虫子 , 排 成 一 路 纵队 ， 使 得 每 个 虫 于 都 能 
史学 紧 跟 其 后 的 那个 虫子 ，、 

11.n 名 模 手 比赛 ,没有 平局 ,也 没有 vi 胜 vy, vz 胜 v3,…， 
va 胜 的 现象 , 则 在 循环 赛 中 必 有 一 人 在 所 有 比赛 中 全 胜 , 也 必 
厂 -~- 人 在 所 有 比赛 中 全 从. 

12,.n{7n 守 3) 名 棋 手 比赛 ,无 平局 , 亦 无 一 人 全 有 性, 则 第 环 赛 中 
必 出 现 甲 胜 乙 , 乙 胜 肉 ,内 义 胜 甲 的 现象 . 

13. 斌 设计 = = 的 有 效 磁 鼓 . 

14 .在 Petersen 图 上 设计 单 癌 行驶 路线 . 


1.13 网 络 流 


1.15.1 Ford 一 Fulkerson 最 大 流 算 法 
把 商品 从 产地 运往 市 场 ,在 交通 网 上 每 个 上 路段 运 输 能 力 给 定 

的 条 他 下 ,设计 一 个 运输 方案 ， ,使 得 运输 最 快 这 个 实际 问题 的 数 
学 模型 如 下 : 

G 是 有 向 加 权 图 ,指定 两 个 项: 利 1, 分 别称 为 源 各 汇 . 边 e 
上 的 权 c te) 称 为 的 容量 , 设 G 是 严格 有 疝 狠 , 则 称 其 为 网 络 ， 

映射 ” 产 CC) 一 及 ,满足 

(CTYeEEECD)DS FejsScCe)i 

(Ca YUE VIG)— 1s,t!, 


0= > - > Fle)， (1) 


FE Rr) * 忆 Lm) 


其 中 az 是 以 vw 为 头 的 边 集 . 8(v) 是 以 wv 为 尾 的 边 集 , 则 称 了 
是 流量 数 , 称 
F= > fle)- > fle) (2) 
rE ofr) rERe) | 
为 了 的 流量 . 
旧 标 是 定义 一 个 流 函 数 ,使 得 下 = max. 
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设 SCVIG),sESAD,+tE VIG)- S$S=5 关 人 , 则 称 
(3S,S) 是 网 络 的 一 个 截 , 称 
CS) 一 te] 
为 截 量 | 
引 理 1 对 每 个 SCV(G),sES,tES 叶 


F= 2 fle)— 2, fle). 
万 人 名 ,站 】 


证 把 (2) 及 关于 ,€ 5 的 一 切 (1) 式 相 加 , 左 端 得 F, 
考虑 e -= xy, 因 为 vES- if 所 以 不 考虑 x,y 蕴 在 S 中 的 情形 . 

( | )zry,yEas, 关 于 y 的 (1) 型 方程 中 出 现 正 的 f(e) ,关于 尺 
的 (1) 型 方程 中 出 现 负 的 Fe) , 正 负 抵消 ， 

(ii yzE&S,yes, 则 石 端 只 出 现 Fle) 的 正 项 ,这 时 e= zyE 
(S,S). 

(而) 着 ES,yES, 则 右 端 内 出 现 六) 的 负 项 ,这 和 时 e = .xy 
E(S,S). 

下 (| 六 并 衣 ) 天 引 理 1 成立, 证 毕 . 

引 理 1 的 实际 含义 的 明显 的 ， 人 fle) 是 从 S 流 人 的 总 


量 ， 人 fle ) 是 从 5 倒流 入 5 的 总 量 - 下 表示 净 流 入 1! 的 量 ， 所 以 


引 理 理应 成 立 
引 理 2 对 尾 取 的 流 图 数 上 和 YSCYVICG) ,和风 有 
FC(S). (3) 
证 ”由 引 理 1， 


F= D2) fle)— >， fle), 
FE) P31 
由 (CD ,0 所 fF(e) 访 cle), 敦 得 
F<& > cle) = CS), 


e 伍 | 久 , 安 ) 
证 毕 . 
推论 1 若 下 = C(5S), 则 相应 的 流 函 数 是 最 大 流 { 指 下 最 
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大 ),(S,S) 是 最 小 裁 ( 指 C(S) 最 小 ) 
为 简洁 地 表达 Ford 一 Fulkerson 算法 (下 称 2F 算法 ) ,约定 ， 
(1 ) 若 e 二 ww,u 已 有 标志 ,而 vv 尚未 标志 , 且 cle)> Fe)， 
由 称 通过 边 e 可 以 向 前 标志 项, 且 规 定 公 (e)= cle) 一 fle), 得 
到 标志 边 e. 
(ji ) 若 e= 记 ,已 有 标志 ,wm 尚未 标志 , 且 fie) >0, 央 称 通 
过 边 e 可 以 癌 后 标志 顶 wv, 昌 规定 从 {ee )= fle) ,得 到 标志 边 e. 
2F 算法 {Ford,Fuikerson, 1962): 
(1) 对 每 边 z, 取 ft{e)=0. 
2) 标志 项 ; ,其 它 顶 未 标志 . 
(3) 选 可 向 前 标志 或 可 向 后 标志 的 顶 vw, 若 无 此 种 顶 可 选 , 目 ， 
现 流 欧 数 妈 为 最 大 流 ; 阁 有 此 种 项 可 选 , 则 得 新 的 标志 项 w 及 标 
志 边 e; 帮 v= , 转 (4) ,否则 转 (3). 
(4) 设 已 得 标志 轨 ( 此 胃 是 无 向 的 )sej viezv2…ert ,从 + 始 沿 
此 办 逆行 , 令 
全 = min (ei), 
藻 e, 前 进 边 , 即 在 有 向 图 中 e = v1v(s = vo,t== v1), 则 
fe) fe ) + A, 
若 e; 是 后 退 边 , 即 e; = ww-_1, 则 
fe fie)— 
《5) 转 (2). 口 
在 上 述 2F 算法 中 ,了 始终 满足 (C1) 与 (C2). 
看 cfe) 是 整数 ,初始 流 为 零 , 则 经 2F 的 每 次 调整 ,流量 至 少 
墙 加 1, 而 流量 的 上 界 为 2 ce) , 放 2F 算法 有 限 步 调整 之 后 必 


停止 . 
定理 1 2F 算法 凸 时 得 到 的 流 取 数 了 是 最 大 流 , 其 流量 等 于 
最 小 截 的 容量 ， 
证 设 2F 止 时 ,S$ 是 最 后 一 轮 从 s 开始 而 不 能 达到 + 的 标志 
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过 竹中 可 得 到 宗 志 的 顶 之 集合 ,于 是 
lele).e€(S,5); 
fte)= 0,eE(S,S), 
不 然 四 得 到 新 的 不 属于 5 的 标志 项 ,这 已 不 可 能 ,让 引 理 1， 
F= 2, fle)- 之 /te) = 2 ,le) = = C(S), 


eS) 

由 推论 1,f 是 最 大 流 ,(S， 5) 是 最 小 截 日 最 大 流量 等 于 最 小 截 
容量 ,证 毕 . 

定理 1 称 为 “ 双 最 定理 ”, 它 是 网 络 理 论 中 的 核心 定理 之 一 ,在 
离散 数学 之 中 , 它 有 许多 精彩 应 用 . 

1.15.2 Dinic 最 大 流 算法 

2F 算法 有 人 缺点 ,例如 图 1.103 所 
示 的 网 络 , 用 2F 算法 求 得 最 大 流 时 ， 
共通 过 sabt 和 sbat 交替 地 充当 增 载 轨 ( 
(2F 无 法 排除 这 种 可 能 ), 由 Fe)=0 
开始 增 载 ,需要 进行 2M 次 增 载 才 得 出 
最 大 流 ,于 是 2F 的 计算 复杂 度 不 仪 与 
网 络 之 规模 有 关 , 而且 还 与 (原则 上 是 图 1.103 
任意 的 ) 边 上 之 权 有 关 ! 

下 面 介绍 的 Dinic1970 年 提出 的 求 最 大 流 的 有 效 算法 ,克服 
了 2F 的 这 种 缺 点 . 

下 面 把 e 二 wvw, 有 日 0 之 fie} 之 cle) 或 e= wu, 了 le) >0 的 边 叫 
做 从 & 到 ww 的 有 用 边 . 

首先 建立 层 状 网 络 . 

分 层 算法 : 

(1} Vis| 1<0， 

(2 了 < 7 各 Vi 去, 且 存在 从 如 某 顶 到 的 有 用 边 1. 

(3) 着 工 = 名 ,上 ,网 络 二 的 流 即 为 最 大 流 . 

C4) 若 2ET, 则 fi+1, Vttl , 止 ， 
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(3) 令 Viti 一 工 , 增 大 i, 转 (2). 

上 述 分 层 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(]E1). 

WO<i 生 六 叫做 第 i 层 , 仅 相 邻 两 层 之 间 有 边 , 是 从 层次 小 
的 层 中 之 顶 到 层次 大 的 层 之 顶 的 有 用 边 .得 到 的 这 个 网 络 叫做 关 
于 流 函 数 了 的 层 状 网 络 

定理 2 若 分 层 算法 止 于 (3) , 则 f 是 最 大 流 ， 

证 令 S= UVi, 则 (S,S) 中 的 边 e= uv 满足 Fe)=c(e)， 
不 然 。 是 从 x 到 ”的 有 用 边 ,这 与 了 = 乡 矛 盾 . 同 理 ,在 (5,S) 中 
的 边 。 = vu 满足 Ae)}==0, 由 引 理 1， 

F= 2 fle)- 2 fle)= 2 cle) = C(S), 
eE tS S) et 【SS) 


FE 
由 推论 1 ,了 是 最 大 流 , 证 毕 . 
下 面 讨论 如 何 利 用 层 状 网 络 改 进 流 量 . 
设 原 网 络 中 的 流 峭 数 是 了 下; 是 层 状 网 络 中 从 V -| 到 VV 的 
边 集 合 , Ye= uvEE;, 规 定 
-Jele)- flied) uE Vue; 
On ie V, dEV,. 
c 表示 边 e 上 可 改进 的 流量 之 上 和 界 . 
我 们 把 展 状 网 络 的 边 权 取 成 c(e), 采 用 零 初 始 流 fle) 寺 0， 
把 层 状 网 络 上 的 边 丝 定向 成 从 VV_1 指 向 VV (有 的 边 在 原 网 络 中 
的 方 回 可 能 与 此 相反 ) ,五 表示 从 VY -1 指向 Vi 的 边 集 . 
所 请 屋 状 网 络 上 的 极 大 流 了 是 指 对 每 条 轩 .swjw2… wi_1t 上 ， 
至 少 有 一 边 ej ,使 得 f(e))=cle), 其 中 vv,EV,e,EE. 
值得 注意 的 是 , 层 状 网 络 上 的 极 大 流 示 必 是 它 的 最 大 流 ,例如 
图 1.104 中 ,其 最 大 流量 是 2, 而 图 中 标 出 的 极 大 流量 是 1( 边 旁 第 
2 个 数 是 流 旺 数值 ). 
如 果 我 们 能 求 得 层 状 网 络 上 一 个 极 大 流 f, 则 可 如 下 地 把 原 
网 络 上 的 流 改进 成 流量 更 大 的 流 站、 
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[O10 wwEE(O) EV -1v€ V; 
f (e)=: Wt ~ fle),e=umuEEG), ueEV veEV,; 


fle), 其 它 情形 ， 
容易 得 出 ,六 (ej) 在 原 网 络 中 满足 (C1) 与 (C2), 且 了 的 流量 FF 大 
于 了 的 流量 下 . 


图 1.104 
我 们 把 由 原 网 络 的 流 f 找到 分 层 网 络 ,再 求 得 层 状 网 络 上 的 
极 大 流 了 ,并 把 原 网 络 上 的 流 改进 成 产 的 一 个 过 程 叫做 一 个 阶段 
后 状 网 络 最 后 一 层 的 脚 标 上 叫做 层 状 网 络 的 长 度 ,用 i 表示 第 上 
阶段 层 状 网 络 的 长 度 . 
层 状 网 络 N 上 极 大 流 的 算法 : 
(1) 对 N 上 每 条 边 e ,标志 e 来 堵塞 , f(e)<0. 
(2)vus,S= 7D. 
(3) 香 无 未 堵塞 的 边 e= ?az 在 下 一 层 , 则 (ww 是 博 死 端 ) 执 行 : 
(i) 车 ;=v, 止 ,了 即 为 极 大 流 . 
(ii 从 S 中 移出 其 顶部 的 边 e = ww. 
( 让) 标志 e 墙 寨 , 4. 
(iY ) 转 (3). 
(4) 选 一 未 堵塞 的 边 e= wu (a 在 下 一 层 ), 把 e 放 作 S 中 ， 
vn, 后 v 兴 t , 转 (3)， 
(5)5S 中 的 边 构 成 一 个 可 增 载 轨 
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SE UE UI ee， 

(DA minle(e) -fle)} 

(上 ) 对 每 个 1&&i 寺 /Fe 一 fF(e;) + 全 , 当 fle,)=c(e), 标 
志 e 堵塞 ， 

( 让) 转 (27), 癌 

上 述 求 极 大 流 的 时 间 复 杂 度 是 OCTE|:| V1)， 

下 面 我 们 将 证 明 i 是 严格 递增 的 ,于 是 分 屋 只 能 进行 不 超过 
VY 一 1 次 , 即 有 限 阶 段 之 后 ,对 所 得 之 流 函 数 已 不 能 再 分 是 ,由 
分 屋 算法 (3), 即 得 到 最 大 流 , 而 整个 Dinic 算法 的 时 间 复 杂 度 为 
Ot VIEI). 

例 1 求 图 1.105 中 网 络 的 最 大 流 . 


]2, 0 


(bp}7.0 
8 


10, 0 


图 1.105 
解 同上 边 和 第 一 个 数 是 边 容量 ,第 二 个 数 是 流 函 数值 . 
第 一 阶段 分 层 网 络 及 其 上 极 大 流 如 图 1.106 所 示 , 改进 后 的 
流 如 图 1.107 所 示 ， 


10, 4 

转 1.106 

第 二 阶段 用 图 1.107 中 的 流 画 数 来 分 层 得 层 状 网 络 及 其 极 大 
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流 如 图 1.108 所 示 . 


Ne 


10, 4 
图 1.107 


8, 3 . | 
OSONOEQEOFO 


图 1.108 
原 网 络 上 第 二 阶段 得 以 改进 的 流 如 图 1.109 所 示 . 
第 三 阶段 用 图 1. 105 中 的 流 中 数 分 层 时 未 到 达 上 即 中 止 于 
b ,于 是 图 1.109 中 的 流 即 为 最 大 流 , 流 量 为 14. 


图 1.109 


定理 3 Dinic 算法 必 能 求 得 最 大 流 . 
证 ”只 欠 证 第 有 +1 阶段 不 是 最 后 阶段 , 则 多 点. 设 在 第 
+1 阶段 的 层 状 网 络 中 ,有 从 s 到 1 的 长 总 的 才 


P= SEL ULE2 UE ,Ett 


(1) 襄 上 的 一 切 贰 在 第 & 阶段 的 层 状 网 络 上 出 现 过 ,用 了 
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表示 第 上 阶段 网 络 上 第 j 层 中 的 顶 集 ,着 mE Vi, 则 4 之 5.- 


图 1.110 

用 关于 a 的 归纳 法 证 明之 . 

二 和 时 ,二 wo 二 5 Vo 二 151 ,命题 "vw EY, 则 4&4 宇 56" 成 
立 . 殷 设 志 EE Ww4 人 和 ,和 若 c 近 5 十 1, 由 归 销 法 很 设 , vw EE VV 
时 ,a 二 5 ,得 知 a 二 1 宇 5+1; 今 [所 上 二 1, 破 c 和 所 4a 十 1. 奇 c 交 ++ 
1 而今 wan 全 VV 又 和 ,VY 不 是 邻 层 ,这 是 不 可 能 的 , 故 只 有 - 
< rt 1. 

今 1=v ,1€E WO, 故 且 之 站 :下 证 等 号 不 能 成 立 . 车 
上 + 三 上 ,我们 已 翁 设 已 上 的 顶 在 下 阶段 的 兵 状 网 络 上 出 现 过 , 轴 
上 之 边 在 上 二 1 工 阶 段 的 层 状 网 络 上 用 过 , 则 在 到 阶段 的 屋 状 网 络 
上 用 过 , 旦 PP 整个 在 & 阶段 状 网 络 上 ,此 与 阶段 上 得 出 过 极 大 
流 巴 盾 . 

(2) 设 已 上 有 的 项 未 在 & 阶段 层 状 网 络 上 出 现 , 令 e,41 = 
oz + 是 对 某 个 5, 妈 E 有 ,但 记 不 在 党 天 和 阶段 屋 状 网 络 上 出 
现 的 第 一 条 边 , 则 e, ,| 在 第 阶段 层 状 网 络 中 未 用 过 ,e, ,1 在 第 六 
+ | 阶段 开始 时 有 用 , 故 在 第 阶段 开始 时 也 有 用 .由 分 层 算法 
(4), Vor1= 二 J,56+1= ,于 是 a 守 b,at+l 守 b+1=k ,v4 
4+t1, 所 以 让 4 | 记 习 ;证 毕 . 

1.15.3 有 上 下 界 的 网 络 中 的 流 

设 边 突 量 之 下 界 为 bte) 守 0, 上 界 为 cfe), 这 时 流 函 数 上 应 
满足 z : 

(CI) pple) fe jc(e). 

(C2°) 2 fle)— 2 fe) = 0,¥YvE V(G)- 1s,t!. 


和 


目标 仍 是 求 最 大 流 , 对 于 边 容 量 有 上 下 界 的 网 络 , 流 函 数 可 能 
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不 存在 , 览 图 1.111, 边 上 第 一 个 数 是 ble) ,第 二 个 数 是 c(e). 


人 0.,1 Ca) 2,3 (Cs ) 


图 1.111 

下 面 讨论 边 容 有 .上 下 界 的 网 络 中 存在 满足 CC1 (C2 ) 的 所 
谓 可 行 流 的 充 要 条 件 .我 们 把 有 上 上 下界 的 网 络 记 成 N(G(V,EEj， 
ble) ,cle)), 构 必 N 的 附加 网 络 N=N(G(V,E),b(e),cle)) 
如 下 : 

(六 = 3,tU VCG),s ,tf 外 VCG),s,t 分 别称 为 附加 涯 和 和 
队 吉 汇 . 

(2) 对 每 个 w 人 EV(G), 加 新 边 e= wi, 令 cle)= >, ple), 


上 UT 
cle) 是 此 这 e 之 容量 上 界 ,下 界 取 雪 ， 
(3 对 每 个 ve VfCG) ,加 新 边 Ee 二 SUV;y 令 cle)= 2, ble), 


oa 
cle) 是 此 边 容量 之 上 界 ,下界 取 符 . 

(4) 中 的 每 边 e 在 FE 中 仍 保 留 , 界 要 变 : 下 界 取 零 , 上 界 为 
clie)=clte)}— be). 

5) 得 加 新 边 e= st,e = 1s, 且 令 。 与 的 下 界 为 零 , 上 界 
“(le)=cle’}= 0. 

定理 4 N(G(V,E),b(e),cle)) 存 在 可 行 流 的 充 要 条 件 是 
N(G(V,E),b(e),c(e)) 上 的 最 大 流 使 流出 s 的 一 切 边 皆 满 载 ， 

证 设 N 中 流 函 数 了 使 得 从 s 出 发 的 边 此 满载 ( 即 f(e)=c 
(e)), 对 N 令 

fle}= (ee) tb(e),eEE(G), 

下 证 fte) 是 N 中 可 行 流 . 

Ci ple)E fle}s.cle). 

事实 上 ,OFie ete)= cele)- ble),eEE(G) 所 以 子 
(e) 满 足 (C1l ). 

(Ci) fe) 满 足 (C2'). 
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仿 vEViG)-|s,ti ,而 gg=sv,rT= wf 是 N 中 边 , 由 NN 中 流 
了 满足 (C2) , 故 


> fley + fla) = > fle) + flr), (1) 
Enalwl 让 
又 由 定理 条 件 
fla) = clo0)= 2, ble). (2) 
rf wr 
fFf{r) = cfr) = > ble). (3) 
eeE Bie) 
由 (1)(2){3) 得 
> Fle}+ > ple) = D>) fle)+ 2 ble), 
区 有 1 rE atv) rE eH 


从 而 得 
>， fle) — 2 Fe) = 0， 
Eo P 亿 所 是 
即 fte) 满足 (C2 ), 故 了 是 NN 的 可 行 流 . 
反之 ,车 fl(e) 是 N 的 可 行 流 , 令 
元 人 
‘lile),eEa(i) 或 e€ 8(s), 
显然 fte) 是 NN 上 使 得 从 5 发 出 的 边 丝 满载 的 流 ,证 华 . 
例 2 求 图 1.112 中 网 络 N 上 的 最 大 流 , 边 上 写 的 数 第 一 个 
是 b{e), 第 二 个 是 cte). 
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解 (1) 作 附 均 网 络 N 如 图 1.113, 用 2F 或 Dinic 算 法 求 得 


N 上 的 最 大 流 了 .图 1.113 中 , 边 上 第 二 个 数 是 了 .由 于 出 的 边 疹 
满载 , 申 定 理 4,N 上 有 可 行 流 . 


图 1.113. 


(2) 把 了 化 成 N 上 的 可 行 流 :了 二 + 5(e), 见 图 1.114, 边 上 
三 个 数 依 次 为 5 ,e,f. 


有 团 1.114 
[31 把 图 1.114 中 的 可 行 流 ( 用 2F 或 Dinic) 放 大 ,得 最 大 流 如 
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图 1.115 所 示 , 最 大 流量 为 FF=10. 


团 1.115 


1.15.4 有 供需 约束 的 流 
设 NLG(V,E),c(e)) 是 一 个 网 络 ,cle) 是 边 。 的 容量 ,又 XX 
= fr1, X22, Tm] 是 源 集 合 , wr 实 1， Y= | yi, 和 2;"… ,Yn| 是 汇集 
合 ,4 之 1 
a: X10,1,2,.|, 
sfz) 称 为 车 ri; 的 供应 量 ,i 二 1,2,…,m. 
pirY*10,1,2,.1, 
p(y,) 称 为 汇 y,; 的 需求 量 ,; = 1,2,… ,x .要求 流 函数 f(e) 不 仪 满 
足 (C1)(C2), 而 且 满 足 供 求 约束 : 
(C3) > fle)-— 之 fo) Sor) = bd m 


tx ) 
(C4) > fle) — 2 fle) oy), = 1,2,°,n. 
cealy} 2ERYy) 


把 满足 (C1}(C2)(C3)(C4) 的 流 称 为 可 行 流 . 若 S 守 X, 若 记 
zfS) = 了 olvw); 若 SCY, 则 记 6o(S) = up(v). 下 面 给 出 可 
mm 人 好 -号 


行 流 的 充分 必要 条 件 . 
定理 5 了 是 有 供需 约束 的 可 行 流 , 当 且 仅 当 对 一 切 5S 入 V 
《人 ) ， 
CS)Fo{ YN S)~- ol XNMS), 
其 中 人 SS=V(G} 一 S, 久 是 源 集 ,Y 是 汇集 ,CU0S) 是 (4S,S) 的 截 量 . 
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证 构 作 新 网 络 N : 

( 站 增加 两 个 新 顶 z0,yn， 

(0) 加 边 zox, yi 二 1,2,… 1m, 令 cc(zror;})=o(x,). 

(i) 加 边 yyyoyj=1,2,… ,nn, 令 Cc(yy0) = ely,). 

(i ) 令 zo ,yo 分别 是 N' 的 源 和 汇 . 
容易 证 明 ,N 中 有 可 行 流 的 充 要 条 件 是 NM 中 有 使 {Y, {yo|) 中 每 
边 第 满载 的 流 . 

今 有 NN 中 的 流 使 (Y, | yo1) 中 每 边 丝 满载, 则 其 流量 o(Y) 
= C(Y), 此 流 是 六 中 的 最 大 流 , 即 说 明 N 有 可 行 流 , 当 且 仅 当 
对 N 中 的 每 个 截 (SU:txol ,SU {yo ) 成 立 不 等 式 

C(ISUIrol)ot Y), 


等 价 于 
C(S,S)+po(YNMS)+o( XNMNS)Fo{Y), 
等 价 于 
C(S,S)>o(Y) -po(YNS) -ol XNMNS), 
等 价 于 
C(IS,S)>o( YNS)} -ol XMS), 
证 毕 . 


从 算法 的 角度 而 言 , 只 要 求 得 N 的 最 大 流 f, 若 f 使 (YY， 
too) 中 每 边缘 满 载 , 则 f 亦 是 N 中 可 行 流 . 

1.15.5 PERT 问题 

PERT 是 Program evalnation and review technique 的 缩写 ,是 
和 运算 学 中 的 核心 问题 之 一 . 

PERT 赂 是 指 如 下 的 有 呵 图 G(V ,EE): 

(Cj) V(tG) 中 存在 起 始 顶 * 和 比 止 顶 *. 

‘ii 中 无 有 向 回路 ， 

CY vuE VG)- 1s,t| ,2 在 由 s 到 1 的 某 有 向 轨 上 . 

约 年 : 

(1)PERT 图 上 每 边 代表 一 个 过 程 . 
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(2)8(s) 中 的 边 代 表 的 过 程 可 以 马上 开始 运作 . 

(3)vE V(G),v 关 s, 当 a(v) 中 的 这 程 全 结束 时 , 8(w) 中 的 
过 程 方 可 开始 . 

问题 1 ‘(关键 轨道 问题 ,代号 CPM(Critical path method)) 设 
PERT 图 每 边 e 之 权 i(e) 表 示 该 
过 程 所 需 时 间 , 间 由 8{;) 中 过 程 
开始 的 时 刻 到 at1) 中 过 程 全 部 完 


4 成 ,最 短 需要 多 长 时 间 ? 
6 例如 图 1. 116 中 ,最 短 时 间 为 
3+2+5=]10. 
CPM 算法 : 


(a(ts)=0, 其 它 的 项 未 标志 ， 

(2) 找 一 个 v€ V(G) ,vw 未 标 填 , 生 a(w) 中 一 切 边 之 必 已 标 
志 , 令 ADmnaxiAfa) i{e)!, 

(3) 厦 己 二 +, 止 ,A(7) 即 所 求 最 短 时 间 ; 否 则 转 (2). 辣 

上 述 算 法 的 时 间 复 杂 为 O{|FE|). 

定 埋 6 CPM 算法 止 时 ,4(1) 即 为 问题 1 的 解 . 

证 先 证 (2) 中 vw。 的 存在 性 .车 这 种 * 下 存在 , 则 对 每 个 未 标 
志 之 项 v, 丝 可 找到 一 边 ,以 vw 为 头 ,但 此 边 以 另 一 未 标志 之 顶 为 
尾 , 又 顶 数 有 限 , 则 G 中 存在 回路 ,这 与 PERT 图 相 违 . 

下 证 A( 芭 是 到 完成 z(w) 中 一 切 过 程 所 用 的 最 小 时 间 . 对 标 
志 次 数 进行 归纳 证 明 . 第 一 次 标志 的 是 : ,命题 自然 成 立 . 设 第 卜 
次 标志 的 是 奴 ,,A(vi) 是 at 中 过 程 全 部 完成 所 用 的 最 小 时 间 ; 
考虑 第 有 上 +1 次 标志 的 项 办 +， ,由 (2) 


max At)+i(e)i 


是 到 at wa 1) 中 过 程 全 完成 所 用 的 时 间 之 最 小 值 ,证 毕 . 
容易 看 出 ,算法 止 时 ,由 上 向 * 经 过 “确定 顶 标的 边 ” 返 回 , 即 
经 
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Mv maxiA(u) +i(e)) 


中 使 A(x)+ ife)=A(wv) 的 边 。 进 加 , 则 得 一 条 最 长 园 , 这 种 轨 称 
为 关键 轨道 . 欲 缩短 工期 ,必须 把 每 条 关键 轨道 上 至 少 一 条 边 之 长 
缩短 . 这 种 关键 轨道 未 必 唯 一 , 例如 图 1.116 中 , sbat 是 一 条 关键 
轨道 . 

问题 2 ”PERT 图 中 每 一 过 程 由 一 台 机 器 (或 人 ) 来 完成 , 问 
至 少 需 要 准备 多 少 台 机 器 ,才能 使 得 对 任意 给 定 的 i{e) ,每 一 过 
程 都 不 至 于 因为 机 器 不 足 而 延误 ? 

为 解 次 问题 2, 我 们 考虑 以 * 为 源 以 : 为 汇 的 PERT 图 上 的 一 
个 网 络 , 边 容量 下 界 皆 为 1, 上 界 篇 为 oo， 

一 个 边 子 集中 无 在 同一 条 有 向 胃 的 两 条 边 时 , 称 其 为 并 流 边 
集 . 

由 于 PERT 中 每 边 皆 在 由 ; 到 + 的 有 向 轨 上 ,以 及 ble)=1， 
ctej= co, 所 以 此 网 上 有 可 行 流 ,存在 从 * 至: 的 最 小 流 ( 即 流量 
最 小 的 流 蓝 数 ). 

定理 7 以 ;为 源 以 1 为 汇 ,ple)=1,cle)=%% 的 PERT 图 
上 的 网 络 上 的 最 小 流量 即 为 问题 2 的 解 . 

证 ”我们 以 1 为 源 ,以 为 汇 , 求 1 到 ; 的 最 大 流 , 它 就 是 从 。 
到 上 的 最 小 流 , 当 求 由 上 到 ; 的 最 大 流 时 ,2F 算法 终止 时 被 标志 
的 那些 顶 之 集合 为 了 , 则 1: ET,s ET, 于 是 (了 ,了 T) = 信 , 不 然 , 因 
为 ctej=oo, 仍 可 由 了 中 某 顶 向 前 标志 ,与 2F 标志 终止 矛盾 .所 
以 (了 了 , 丁 ) 是 并 流 边 集 . 

知 ( 了 ,了 ) 中 有 的 边 之 权 i(e) 守 1,(T, 了) 外 的 边 之 权 je) 比 
(了 ,了 ) 中 最 小 权 还 小 的 多 ,所 以 会 有 (于 ,人 ) 中 边 代 表 的 过 程 同时 
进行 的 时 刻 , 故 机 器 数 六 |{ 工 ) , | 

设 玉 是 从 s 到 1 的 最 小 流量 ,相应 的 流 为 f, fl{e) 守 ble)=1 
对 每 边 eE ECG) 成 立 , 下 个 单位 的 总 流量 分 解 到 从 * 到 * 的 下 条 
有 疝 轨 上 ,能 使 (GG) 中 的 每 条 边 至 少 在 这 下 条 有 疝 轨 的 一 条 
上 .我 们 把 每 台 机 器 分 配给 上 述 下 条 有 向 轨 中 之 一 条 轨 上 的 所 有 
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边 ,每 个 机 器 对 分 配 的 有 向 轨 上 有 从 * 到 | 依次 完成 各 个 过 程 ,于 是 
得 知 机 器 数 委 王 , 见 图 1.117. 而 下 = | (过 了 )j , 故 得 证 问题 2 中 
的 机 器 数 至 少 是 从 * 到 * 的 最 小 流量 下 ,证 毕 . 


图 1.117 


1.15.6 流 与 二 分 图 

1 一 分 图 的 次 数列 判别 

任意 给 定 两 个 非 负 整数 序列 p = 《站 1 六 
42， 9) 是 否 仓 在 二 分 图 ( 单 图 )G ,其 顶 划分 是 多 = | x1, x2, 
Y= yy yn1 ,使 得 d (x)= pi,d(y)=g,i=1, 
2 mj, 

直上 述 问题 得 到 肯定 的 回答 , 则 称 {p ,a) 被 一 分 图 C 实现 . 
其 必要 对 件 是 


P= 交 (1) 
但 (1) 并 非 (p,q) 可 由 二 分 图 实现 的 充分 条 件 , 例 如 po= (5,4,4, 
2,1) ,qn 二 (5,4,4,2,1) 满 足 (1) ,但 没有 二 分 图 能 实现 (po, oo0). 
定理 8 p=(p,p2,*, ps),o0 = (91,92,…, qn) 起 满足 (1) 
的 非 负 整数 列 ,日 引 之 9q2 之 下 之 gn;, 则 (p,9) 可 由 二 分 图 实现 的 
充 变 条 件 是 
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点 
> minl 访 上 | 之 2 091 < bn. (2) 


证 今 X- 12 了 = 是 天 wa 的 
项 划分 ,把 区 。 定向 ,每 边 入 芭 和 指向 了 ,得 有 向 图 殷 . 把 妇 的 
每 边 容量 定 为 1, % 为 源 集合 , Y 为 汇集 合 ,xz; 的 供应 量 为 p;, > 
的 需求 量 为 9 .考虑 此 网 络 N 上 有 供需 约束 的 可 行 流 问 题 . 

对 G 的 每 个 生成 子 图 ,对 应 地 有 一 个 N 上 的 流 , 使 此 于 图 上 
每 边缘 满载 , 且 此 对 应 是 一 一 的 .由 (1) 知 (p,q) 可 由 二 分 图 实现 
的 充 要 条 件 是 N 上 有 可 行 流 . 

下 面 证 明 N 中 有 可 行 流 的 充 要 条件 是 (2) 式 成 立 . 

对 于 SEV(G), 令 

I(S)=|ilzESI,J(S)= 1 和 ES 


出 定义 
CCS)= ce) =| I(S)1:| TS) | ， 
(XNS)- 2 (3) 


p(Y 5S)= 之 4 9 
设 N 中 有 可 行 流 ,由 定理 5 
1I(S) 1:1J(S) 1 之 2 - 2 Pp. 
7 万 与 


' 亡 1(5) 


取 S= lelp>kIU iy i> 于 是 


> min{p;,&| 实 > > min! p;,k|, 
iE NS) 


EE [SY 
因此 (2 成 立 ， 
反之 , 若 (2) 式 成 立 ,S 是 VCG) 的 任 一 子 集 , 由 42) 与 (3) 得 


C(IS)> >, mint p, ,上 1 守 2 0- 2 ind pik 
te [SY Its} 


=p(Y NS) os(X NS), 
其 中 天 = |J{s)|. 由 定理 5,N 有 可 行 流 , 证 毕 . 
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从 算法 的 角度 判断 ( 六 ,9 7 可否 由 某 二 分 图 来 实现 ， 等 价 于 定 
理 8 证 明 中 的 网 络 是 否 有 可 行 流 ,这 又 等 价 于 定理 5 证 明 中 N' 上 
是 否 有 使 (了 , | yo ) 中 每 边缘 满载 的 最 大 流 , 至 此 ,我 们 搞 清 楚 了 ， 
先 求 Nr 中 的 最 大 流 , 若 它 使 (Y ,jz 由 中 边缘 满载 , 则 此 流标 志 了 
一 个 (pp,g}) 的 实现 过 程 ,所 需 的 二 分 图 之 边 仅 取 流 值 为 1 的 边 . 

2) 二 分 图 上 的 匹配 与 流 

蒋 GCX,YiE) 是 一 个 二 分 图 , 构 作 网 络 N(G(CV, EE),， 
ce)): 

V=1s,f1 UV(G),s 为 源 ,i 为 汇 ; 

E=|lsrlzEXIU{yw lyE YIU zy| ryE EC(GY, 
赋 边 容 csr)=c(y)=1,c(zy)=o%. 

定理 9 二 分 图 中 最 大 匹配 的 边 数 等 于 网 络 N(G(V,FE)， 
cle)) 中 最 大 流量 ， 

证 设 M 是 最 大 匹配 ,对 MM 中 每 边 xzy, 通 过 有 向 轴 szrw 从 
* 流 到 z1 个 单位 ,显然 ,对 M 中 的 不 同 边 ,这 种 有 向 轨 是 独立 的 ， 
即 不 号 别 的 ; 到 +z 的 运 量 为 1 的 轨 有 公共 内 顶 , 故 最 大 流 下 六 
| AT 

世子 是 N 上 的 整 值 流 函 数 , 所 有 从 * 到 * 的 有 向 轨 皆 形 如 
sryt 在 它 从 * 到 上 运送 一 个 流量 , 则 不 会 再 有 这 zy 或 zy 能 被 用 
来 通过 流量 . 故 使 得 f(ry)=1 的 边 集 构成 G(X,Y ;EE) 中 一 个 匹 
配 , 于 是 |A9j 之 下 .从 而 | M|= 下 ,证 毕 . 

定理 9 指出 求 N 上 最 大 流 , f(xy) =1 的 边 旭 是 G 上 最 大 
匹配 . 


习题 十 
1. 夺 有 阿 网 络 中 不 存在 从 * 到 : 的 有 向 轨 , 则 从 源 * 到 汇 * 的 


了 肥大 流量 和 最 小 截 量 丝 为 零 . 
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2. 求 图 1.118 中 的 最 大 流 , 边 旁 写 的 是 迪 容 量 , 


] .118 


图 1.119 

X] 为 5,z2 为 410, 为 5;y1,Y2,Y3 是 市 场 ,需求 量 yj 是 5,y; 是 
10, y3 是 5, 是 否 所 有 的 需求 省 可 同时 被 满足 ? 

4. 图 1.120 中 , 除 边 有 容量 外 ,* 与 + 外 的 每 一 顶 都 有 一 个 可 
以 通过 它 的 流量 的 上 界 , 即 项 容量 , 它 写 在 顶 名 之 下 , 求 此 网 络 的 
最 大 流 ， 

5. (a) 写 一 个 如 间 2F 算法 的 标志 过 程 ,但 标志 由 : 开始 ,到 
达 s 时 即 得 一 可 增 载 轨 . 

(5 ) 写 出 一 个 当 此 边 奔 量 增 大 时 ,最 大 流量 也 增 大 的 按 之 定 
位 方法 . 
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(cj 【人 中 所 述 之 边 总 存在 吗 ? 


图 1.120 

6. 证 明 : 有 供需 约束 的 网 络 上 有 可 行 流 的 充 要 条 件 是 : N 中 
有 一 个 使 (Y, |yo1) 每 边 丝 满载 的 流 ,其 中 N’ 见 定理 5 之 证 明 所 
A . 

7. 证 明 : 在 有 正 下 界 5(e) 但 无 上 界 {c(e) = o0) 的 网 络 中 ,在 
焉 可 行 访 的 充 要 条 件 是 :对 每 边 e, 要 人 么 在 ~- 个 有 向 回路 上 ,要 
公 e 在 由 3 Eq 的 或 由 r 到 的 有 癌 胃 路上. 

8. 在 第 2 题 中 , 藻 边 上 写 的 是 下 界 但 无 上 界 , 求 一 个 最 小 流 . 

9. 下 面 两 个 网 络 ( 图 1.121,1.122) 中 ,哪个 无 可 行 流 ? 若 存 
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在 可 行 流 , 求 其 最 大 流 和 最 小 流 ; 硅 不 存在 可 行 流 , 找 一 个 不 含 源 
和 汇 的 项 了 于 集 , 它 有 要么 要 求 " 骨 出 流 ,要 人 么 要 求 " 漏 掉 流 . 


1 .122 

10. 证 明 : 有 上 下 界 的 网 络 中 无 可 行 流 的 充 要 条 件 是 :存在 一 
个 顶 于 集 , 不 含 源 与 汇 , 朋 它 要 求 “ 祖 出 "成 “ 漏 掉 " 流 . 

11. 证 明 ;(p,g) 不 能 被 二 分 图 实现 ,其 中 p=g=(5,4,4,2,1). 

12 .七 种 设备 用 五 架 飞 机 运往 目的 起 ,每 种 设备 各 有 四 人 台 , 五 
架 飞 机 的 容量 分 别 是 8,8,5,4,4 台 , 问 能 否 有 一 种 装机 方案 ,使 间 
种 设备 不 会 有 两 台 同 在 一 架 飞 机 上 ? 车 飞机 容量 分 别 是 7,7,6， 
4,4 时 ,又 把 人 么 样 ”? 

13. 张 王 李 赵 四 人 小 乐队 中 , 张 善于 演奏 小 提 雁 、 大 提 夺 和 吉 
它 ; 王 普 于 大 提 寺 和 钢琴 ; 李 善 于 小 提 雁 和 大 提 夺 ; 赵 只 会 弹 吉 它 . 
四 人 同 台 演出 ,每 人 演奏 一 种 乐器 , 试 求 所 有 可 能 的 演奏 方案 . 

14. 设 M 是 二 分 图 G 的 一 个 匹配 , 则 存在 一 个 最 大 匹配 AM ， 
使 得 被 M 许配 的 每 个 项 也 被 M 许配 . 

15. S1,S,,…,S。 是 有 限 集 ,iel,ez，…en | 叫做 相 异 样品 组 
(SDR), 若 对 每 个 i ,1 扩 i 迁 ,ee;ES,. 

(a) 夺 SDR 存在 , 写 出 求 SDR 的 算法 . 

(5 ) 证 明 :SDR 存在 的 充 要 条 件 是 :对 任意 有 (ES 扫 户 ) 个 集 
合 之 并 至 少 含有 个 元 素 . 

16. ri 与 rz 是 zm 个 元 素 的 一 个 集合 的 划分 ,每 个 之 中 恰 含 
r 个 两 两 不 交 的 子 集 ,欲求 > 个 元 素 的 一 个 子 集 ,使 得 xi 与 r， 的 
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每 个 子 集 都 被 表征 . 

(a) 给 一 个 有 效 算法 ,判断 这 样 的 > 全 样品 的 集合 是 否 存在 . 

ta 二 Hall 定理 相似 地 建立 一 个 这 种 样品 集合 存在 的 充 要 条 
件 . 

17. 用 网 络 流 技术 证 明 关 于 匹配 的 Hall 定理 

18.S 是 人 的 集合 ,1 S| 实 4, 每 四 人 中 总 有 一 人 与 其 余 三 人 相 
识 , 则 S$ 中 有 -人 ,他 与 S$ 中 每 人 相识 ， 

19. 用 网 络 流 技术 征明: 有 n* 男 % 女 2n 个 同学 ,每 个 人 恰 认 
识 直 个 (1 志和 nn) 异性 同学 , 则 全 体 同学 可 组 织 一 次 短 会 ,使 每 对 
舞伴 皆 相 识 ,而 且 可 以 组 织 & 场 舞会 ,使 每 个 人 皆 与 每 个 相识 者 
跌 一 次 舞 . 

20. 在 图 1. 123 中 A 表 示 "AND 顶 ”,V 表示 “OR 顶 ”, 正 如 
PERT 中 一 样 , 边 表示 过 程 , 边 权 是 过 程 用 时 , 当 所 有 (至 少 一 个 ) 
进 人 的 过 程 完成 时 ,从 一 个 ANDICOR) 预 出 发 的 过 程 才 可 开始 , 写 
出 一 个 算法 , 求 从 开始 (于 * 顶 ) 到 结束 {于 + 顶 ) 所 用 的 最 少时 间 ; 
且 把 你 的 算法 用 于 图 1.123; 指 出 此 算法 的 时 间 复 杂 度 . 


图 1. 123 
21, 震 在 未 必 无 有 向 回路 的 有 向 图 上 考虑 上 题 ,应 如 何 履 改 你 
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的 算法 或 指出 无 解 ” 
1.16 连通 度 


1.16.1 无 向 图 项 连 遂 度 

定义 1 侵 SCV(IG),la,b1CV(G) -S$S, 若 每 条 由 a 到 8 
的 加 至 少 有 一 顶 在 $ 中, 则 称 S 是 无 向 图 G 中 的 (a ,5) 分 离 集 ; 
a ,b 相 邻 时 无 (a ,5) 分 离 集 . 设 7 是 (a ,48) 分 离 集 集合 , 令 

Nt(a.b}=min| S|, 

则 Na,a) 叫 做 a 顶 与 5 顶 的 分 离 数 ， 

称 从 a 到 的 彼此 无 公共 内 项 的 辆 为 独立 轨 , 误 ] 

定理 1 a,b 是 图 GV, 玉 ) 不 相 邻 的 顶 , 则 N(a ,6) 等 于 a， 
b 间 独 立 轩 的 条 数 p{a ,5). 

证 ”我们 移 作 一 个 有 向 图 GC(V,E): VC(G ) 中 的 每 个 顶 w 变 
成 V 中 的 两 个 顶 w ,vw , 且 加 有 向 边 e, 一 wv EE; 对 于 E{G) 中 
每 条 边 e= uv ,在 玉 中 有 两 条 边 e = wv = 与 之 对 应 ,此 


外 G(V,E) 中 无 其 它 的 边 与 顶 , 见 图 © 5 (> 
1.124, 图 中 画 的 是 G( YY, 殖 ) 中 的 一 条 

边 uv 变 成 G{Y, 耻 ) 中 的 一 个 有 疝 四 阶 | 

图 C==wwwvww .如 此 在 G(V,E) 上 上 


形成 一 个 网 络 ,以 a 为 源 ,5 为 汇 , 对 e。 
型 这 容量 为 1, 其 它 边 容量 %. 下 证 
p(tu,b) 是 a 到 45 的 最 大 流量 下. 

设 无 回 图 GUY 下) 中 有 pla,b) 条 
从 e 到 已 的 独立 轨 , 每 条 这 种 软 形 成 G 
(VY, 下 ) 中 的 一 条 有 向 罗 , 在 G(VY,E) 
中 的 软 


EE 


HU] Ho Tr 1 
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在 G(Y,E) 中 相应 地 有 向 轨 是 

UU YY vw 1b, 
这 些 有 向 轨 在 G{ 玉 ,EE) 中 两 两 无 公共 内 项 ,每 条 都 可 以 用 来 从 
a 到 流 过 1 个 单位 的 流量 , 故 F 宇 pla,b). 

设 了 是 一 个 最 大 流 , 其 流量 是 下 ,由 于 G(V, 玉 ) 的 构造 和 边 
容量 之 分 配 族 ,这 下 个 单位 的 流量 分 解 姑 FF 荣 独 立 有 向 轨 上 去 
了 ,每 条 流 过 1 个 流量 ,所 以 Fsspfa ,6). 诗 示 得 下 = p(a,5). 

由 双 最 定 :所 ,下 等 于 某 截 (S,S) 的 截 贡 ,ua ES,5 ES, 所 以 
C(tS)= 2》， cle)=F<o%, 即 (S,S) 中 的 边 丝 e。 型 .而 在 G 


ElS, SD) 


(V, 请) 中 ， 从 a 到 5 的 有 向 轨 至 少 会 (S,S) 中 的 一 条 过, 故 避 
《VV ,下 ) 中 ,每 条 出 a 到 5 的 轨 至 少 含 一 个 项 nm, 便 e 在 (4S,S) 中 ， 
于 是 
R=|v|lvE VG),e,E(S,S)| 

是 无 向 图 GCV, 志 ) 中 (a ,5) 分 离 集 ,HH|R|= CCS)= 下 .从 而 NN 
(ay 二 下, 另 一方 而 ,显然 有 N(a,b) 宇 Pia,b), 帮 NN{(a,b)= 
疡 (ap) 证 毕 . 

定 光 2 
| YYG) 一 1,G 是 完全 图 ; 
min N(a,6),G 非 完 全 图 
称 为 无 问 图 G 的 顶 连 通 度 . wx (G) 守 k 时 ,GG 称 为 & 连通 图 ， 


rl ) 三 


国 

定理 ? cfO) MR PAO). 

证 ”对 于 完全 图 ,定理 显然 成 并 ,下 面 考虑 上 G 不 是 完全 图 的 

eb) P00) 
由 不 分 
阴 dEE(G),e=ab, 且 pla,8) 是 一 切 顶 对 间 独 立 轨 最 大 条 数 
的 最 小 值 , 令 G 二 全 ~e, 在 中 a,b 间 独 立 轨 最 大 条 数 为 pfla， 
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6) -1=p (a,5). 由 定理 1,G 中 存在 (4 ,0 分 敲 集 尺 , 使 得 
p (ab)}=|Ri=p(a,b})-1. 
者 |RI=|V(G)| -2, 则 p(a,b)=|1V; -1; 但 当 ww,vEV(G), 
ut 与 忆 不 相 邻 时 ,pn on)+2 反 | ZIG ,payajslw| -2 这 
是 不 可 能 的 , 故 得 | 及 ij< YICG) -2. 于 是 存在 vEY(IG)-(R 
Ua ,5) ,不妨 设 尺 是 {a 5) 分 离 集 (木然 用 (5 ,oo) 代 赫 (a ,uv))， 
于 是 如 中 心术 乒 ( 全 ) ,民品 也 是 fa,o) 的 分 离 集 ,因而 
plasw)|R|+1= pla,68), 
旷 得 
0) pb) 
对 于 已 不 是 完全 图 ,x(G})= min Nia.b),Pl x( GG) 
ube Vet) 
2, 上 不 邻 
,P(e ,50), 证 沸 . 
定理 1 和 定理 2 告知 ,通过 求 最 大 流 可 以 得 到 无 向 图 的 顶 连 
授 度 . 这 两 个 定理 是 图 论 中 著名 的 所 谓 Menger 定理 ,它们 有 许多 
精彩 的 推论 . 
定义 3 厂 G 是 无 回 图 ,zxEV(O),UCV{GO),z 千 UU ,一端 
为 工 , 必 一 奖 在 U 中 的 | Ui] 条 除外 无 公共 顶 的 轨 形 成 的 子 图 叫 
敢 G 的 一 个 rz 一 忆 剧 .[] 
推论 1 G 是 连通 图 的 充 要 条 件 是 EV(G)| 宇 &+1, 且 
YUCVGG),|U|<k,rEV(G)-U, 则 存在 G 的 x- 上 记 . 
证 人 英 ( 是 有 连通 图 ,显然 [|V(G)| 宇 有 +1, 加 一 新 硕 y, 把 
y 与 U 中 每 项 之 间 连 一 边 , 得 图 五, 对 五 应 用 定理 2, 知 r 与 y 之 
国有 点 条 独立 畦 , 故 G 中 有 x 一 U 扇子 .反之 , 设 |V(GY| 宇 k++ 
1 , 且 行 推论 1 中 有 述 的 秃子 ,但 G 非 连通 图 , 则 x(G) 志 8 一 1， 
于 是 存在 rz,yEV(GG),SCV(G),|S|=& 有 一 41, 证 GS 中 ,x， 
y1 不 连通 ,在 G 中 无 x 一 (SUwy) 肩 , 政 盾 ,证 毕 . 
推 伦 2{Dirac} GG 是 & 连通 图 ,六 守 2, 则 任 率 个 贷 共 圈 . 
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证 对 关 进 行 扫 纳 证 明 .=2 时 ,推论 显然 成 立 .很 设 k=1 
之 2 时 ,推论 2 已 成 立 , 往 证 上 =1+1 时 ,推论 2 仍 成 立 . 

事实 上 ,图 占 是 !+1 连通 的 ,所 以 也 是 ! 连通 的 ,由 归纳 法 
假设 , 任 开 的 1 +1 个 顶 中 有 /个 共 轿 , 记 它 们 所 在 的 圈 是 GC. 另 
一 方面 ,由 推论 1, YrEVIG),YUCV(GG),z&U,|U|=i+ 
1 ,存在 xz- U 己 . 记 上 述 1+1 个 顶 是 vvw2 wr1s | oi, v2， 
VC ,而 |V(G)| 宇 :+2, 我 们 到 = ?wv | ， 
二 wil; 苛 { 上 只 有 ! 个 项 ,由 周子 wrt— U 本 期 下 
ot! 其 图 ;va ww 

车 C, 上 存在 一 个 顶 # 筷 | vw ,v2…wi| ,不 妨 设 xE oa 在 凯 
于 Vi 之 间 的 
十 条 独立 辆 为 疡 (yt 一 12 与 Paw+riyal 它们 
与 GC 的 第 一 个 交点 (项) 分 别 是 ww yt02 ,tw ;twp+1; 县 rw 了 wj 
(i 天) ,1 人 i,j 伟 !+1. 由 钥 笼 原理 , 必 有 两 个 硕 ro zw 落 在 同一 


段 弧 ww ,41 上, 脚 标 Hm 满足 1 所 区 壕 ( 按 modr 计 ). 于 是 Ul Us 
… ,wy 1 蒜 疾 : 


Ut Unom +t UO Vat rs 


这 里 假设 在 vv ti 上 ww 距 w,, 较 近 , 且 可 能 wv, = w;, 或 可 能 灾 ， 
= v11; 证 毕 . 

1. 把 .2 有 向 图 的 项 连通 度 

定 光 4 如是 一 个 有 向 图 , SCV(G),Sfla,blj = ,a,6 
和 VC) ,从 避 到 5 的 有 回 罗 上 至 少 有 一 个 内 项 属于 S, 则 称 3 是 
G 的 一 个 (a , 记 ) 分 离 集 . 令 3 是 G 中 (a ,5) 分 离 集 集合 , 则 称 

Nia,6)=min|S| 
为 (a .5 分 离 数 . 称 kx(G) 为 全 的 项 连 通 度 ,这 里 
VY 一 1,G 是 双向 完全 图 ; 
min, NCa,b),G 非 双 问 完 全 图 . 
所 谓 双 向 完全 图 是 指 Ya,bEV(G),ab 与 ha EFE(G). 
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x{ (7) = 


k(tG)>0 当 且 仅 当 G 是 强 连 通 有 了 向 图 。 

我 们 把 有 问 图 G 中 每 条 边 e = wv 变 成 一 条 有 向 轨 Ww， 
得 到 新 的 有 向 图 GG. 在 GG 上 以 a 为 源 ,以 为 汇 , 边 容量 为 cl 
=ctvv)=1,c(u vw =eoo 构成 一 个 网 络 N. 于 是 与 无 向 图 
相似 地 可 得 ， 

(1) gab 外 E(CG). 则 pla,58)=N{a,5)=N 中 最 大 流量 ,其 
中 pla,5) 是 从 厌 a 到 5 的 有 向 独立 畦 条 数 . 

(2) GG 不 是 双 同 完全 图 , 则 

min pla.b)= min, pla,b). 


oh 谨 上 E(CY) 


(3) g(tG)= min pla,b). 


bE VC) 

可 见 ,通过 求 最 大 流 可 求 得 非 双 向 完全 有 回 图 中 Nt{a,5) 
【ap 各 下 (GD)) ,经 min 运算 , 即 可 得 有 向 图 的 xfC) .注意 这 里 的 字 

1.16.3 无 向 图 的 边 连 通 度 

定义 5 设 TSCE(G),G 是 无 向 单 图 ,a ,bE V(G), 从 a 到 
4 的 每 条 轨 上 至 少 有 一 条 边 在 了 中 , 则 称 本 是 G 中 的 (a ,8) 边 分 
离 集 . 令 了 表示 (a ,5) 边 分 离 集 集合 , 令 

M(a,b)=min|lT|, 
M(a ,五 ) 称 为 a ,b 的 边 分 离 数 . 
gx (OG)=mnlMiab)|l(a,b EVX VY 

称 为 G 的 边 连 通 度 ,x (G) 守 & 时 ,GG 称 为 上 边 连 通 图 . 

两 两 无 公共 边 的 一 组 轨 称 为 弱 独 立 辆 . 口 

把 厂 ( 太 , 开 ?中 每 过 ee= wv 变 成 两 条 有 向 边 e = uv,e” = va， 
赋 权 cte 二 c(te =1, 以 a 为 源 ,以 5 为 汇 , 得 一 网 络 N ,与 无 向 
到 项 连 通 度 相似 地 可 以 证 明 

Ma,5)=p{ta,5)= NN 中 从 a 到 5 的 最 大 流 基 ， 
其 中 p (a ,5) 是 无 向 图 G(Y, 瑟 ) 中 由 到 5 的 弱 独 立 轨 的 条 数 . 于 
是 用 网 络 流 技术 可 以 求 得 x (G). 
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谷 马 证 明 ,对 于 无 回 网 Gx(G) TO SBG) 和 面 月 
超声 边 连 通 图 的 元 要 茶 件 是 ,WarE VE ,ww 与 之 间 至 少 有 有 
上 共 基 独立 轨 ， 

1.16.4 有 向 图 的 边 连 通 度 和 弱 独 立 外 向 生成 树 

定 关 6 了 和 (GD 全 是 有 加 图 ,日 从 到 所 的 有 性 轨 上 至 
少 有 - - 边 在 本 中 , 则 称 工 是 有 向 图 GG 中 的 tu,5) 边 分 离 集 , 其 中 
dE Vt). 

x {GminMa, bla EVX VI., 
共 中 
NI{ a :0)=min| 1， 
是 中 (ta,5) 边 分 房 集 集合 .起 

以 a 为 源 , 以 5 为 汇 ,每 边 容 量 和 1 ,在 G .上 建立 网 络 N, 则 

也 而 面相 们 地 可 以 让 明 
Ma,p})= p(ta,b)=N 中 从 a 到 5 的 最 大 流量 . 
于 征求 x (6) 的 问题 化 成 了 求 网 络 最 大 流 问 题 . 

定理 3(Edmonds1973) a 年 有 疝 图 C 的 一 个 项 , 且 min 
Ma, 2) = 此 , 则 G 中 行 在 以 a 为 根 的 & 株 红 独立 外 向 生成 树 { 既 
无 公 此 边 的 生成 树 ). 

证 对 在 进行 归纳 证 明 . 开 =1 时 ，min Miau)=1,X M 
tao 二 六 (aa 故人 从 二 至 任 : : 琐 z 至 少 有 1 条 有 向 轨 , 于 是 有 
一 棵 以 2 为 报 的 外 向 生成 树 , 基 定理 3 对 =1 成 立 ， 

令 B05)= 二 |(S,S)|,SCV(G), 且 用 GG-- 玉 表示 从 GG 中 
删 和 六子 国 歼 的 一 切 边 得 到 的 生成 了 图 , 显然 (因为 (5S) 是 截 量 ， 
而 Mt(a ,vw) 是 最 大 流 量 ) 有 

in Mo 0)2k 对 每 个 SCV(G),a€5， 

SS 子 VIG), 有 5,t5) 家. (1) 
设 FLV ,EB ) 是 避 的 子 图 ,日 
( 1 ) 玉 是 根 在 a 的 外 同 树 ; 
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(站) 对 每 个 SCV(G),SV(G),a€E5,60_r{S)>k-1. 
这 样 的 下 是 存在 的 .车 王 是 G 的 外 向 生成 树 ,由 归纳 法 假设 及 
(1) 式 敌 ,G 一 下 中 有 上 一 1 梯 弱 独立 的 以 a 为 根 的 外 唔 生成 树 , 于 
是 后 中 有 并 一 141= 大 棵 以 a 为 根 的 外 向 弱 独 立 生 成 树 ， 

和 否 下 不 是 G 的 外 向 生成 树 ,我 们 下 次 令 F* 生 长 "成 一 棵 外 问 
生成 嵌 交 不 破坏 (1 ) 与 Ci) .为 此 考虑 满足 下 列 三 个 条 件 的 集合 
SECVIOG):(IDaE SS,(2)SUV eV, (dF(S)=k-1. 帮 5 
集 不 存在 ,我 们 把 CV ,VV ) 的 任 一 边 4 吉 到 下 上 ,使 +s 仍 满 足 
CTCii). 

(站 站) 昌 然 满足 .下 面 友 证 (i) 亦 能 满足 .不 然 ,存在 某 个 集合 
S,SAEV,aEs,f 人 dp SIE -1, 即 6 Fs(S)<k,G. F 
(5) 二 1, 又 已 有 ptS) 写 志 一 1, 故 写 _p tS 二 -1, 即 驴 
满足 (3),S 狂 足 (]) 早 已 成 立 , 右 S 还 满足 42, 则 3 满 是 了 (1) 
(2)(3) ,与 不 存在 满足 (1)(2)(3) 的 5 记 盾 . 

下 面 验证 S$ 满足 (2). 设 ee= ww 是 加 到 下 上 去 的 那 条 边 ,因为 
Fo_ipiatSd)< E16-r(S)=&-1, 部 让 与, 六 ”所 了 :所 以 
SUvV VV ,中 S$ 满足 (2). 

若 存 在 满足 (1)(2)(3) 的 S,A 是 满足 (1)(2)(3) 的 极 大 顶 子 
集 , 因 下 的 边 之 美和 丝 在 VW 中, 故 

Ge riAUVY)= 6(ALUVY EE, 
这 个 不 等 式 指出 ,在 GG 一 下 中 存在 一 边 e = xy,e E(tAUYV， 
AUVD) 但 e 和 (A,2A), 所 以 EANY YEANY. 下 面 证 骨 
Ft+e 满足 ( |) 与 (i ). 
( |) 且 然 满足 , 
设 SECV(O),S¥V(G),aES,e&@(S,S),Nl 
DFroalS)= drtS)2E -1. (2) 
设 eE(S,S), 对 V{G) 的 每 两 个 子 集 $S 与 A， 
BG FCSUAN+ SB _ FSNADEB pF(S) +G READ) 
(3) 
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由 (2) 式 与 (3) 式 及 be-Ft4)= -Too-F(4 人 NS)>R-1 得 
6_FUSUU4) 委 他、 se (I). (4) 
入 了 和 号 而 z 全 4, 故 S 征 A, 于 是 | SUA1>1A|; 又 yE5,yE 
A,yEV ,所 以 SUAUYV' 了 关 V. 由 A 之 极 大 性 ,85.5(SUA) 宕 
,00 -FLS) 宇 上, 吉 6 -try+eif ss 一 1, 斯 得 证 (ii ,证 毕 . 
十 述 证 明 是 构造 性 的 , 它 提供 了 此 个 外 向 双 独 立 同根 生成 树 
的 求法 . 
定理 4 讽 G 是 有 向 图 ,x (G) 之 k >0, 则 Yu,vE V(G), 
以 及 E10,1,2,…, 友 | 则 存在 从 & 到 zw 的: 条 弱 独 立 有 向 轴 ， 
同时 存在 从 vw 到 & 的 直 - :条 弱 独 立 有 向 二 
证 ” 构 作 辅助 图 G 如 下 : 避 土 加 新 顶 4 ,从 a 到 加 2 条 平 
行 的 新 边 ,从 a 到 z 加 下 -上 条 平行 的 新 边 . 若 能 证 明 去 中 
min Mt({a,?w)=k, 


WE TY 
由 定理 3, 可 以 在 G 中 找到 以 a 为 根 的 大 悦 外 向 弱 独 立 生成 树 ;由 
G 之 构 作 知 定理 4 成 立 . 

由 所 加 的 条 新 边 可 知 ，min M(a,w) 坟 ,下 证 <” 号 不 
成 立 . 若 min,M(a,w)<, 则 存在 SCVIG)Uial,aES, | 
(S,S)|<, 显 然 |al 关 S$S. 邻 xTES- ial,y 全 S$S, 由 于 |(S,S)| 
< 得 Mr,y)< 上 ,此 与 x (GG) 之 子 盾 ,证 毕 . 

1.16.5 可 车 通讯网 络 

欲 构 作 一 个 有 线 通 讯 网 络 , 使 得 几 个 通讯 台 站 出 现 障 碍 时 ,其 
余 台 站 仍 可 彼此 通话 ,显然 有 两 个 要 求 :一 个 允许 出 故障 的 台 站 数 
日 要 多 ,一 是 整 个 造价 要 少 . 这 个 重要 的 实际 问题 之 数学 模型 如 
下 : 

GG 十 加 权 连 通 图 ,六 是 给 定 的 自然 数 , 求 G 的 有 最 小 权 的 上 
连通 生成 子 图 . 当 有 = 1 时 ,这 就 是 由 Kruskal 算出 求 得 的 生成 树 . 
上 六 1 财 尚 无 人 给 出 解答 . 

当 G= K, ,每 边 权 篆 1 时 ,Harary 于 1962 年 给 出 如 下 的 解 . 

tel 


令 所 如 下) 表示 关 个 顶 关 连通 图 当中 边 数 的 最 小 值 , mm < 
2 .由 2, d(v) = 2e,kr(G) Kk(G) 8(0G), 有 fl(m,n) > 


veE VIG) 
rt 


2 


tars 


Harary 构 作 出 项 mm 7 
(mm = | 豌 | ,这 种 图 记 成 万 Hs 构 作 如 下 


(1 是 偶数 ,1x = 二 27 ,HH ; 芝 10,1,2,…,n 一 1| 为 项 集合 ， 
当 -7 和 jsi+r 时 ,在 项 ;与 ) 之 间 连 一 边 ,这 里 加 法 在 modn 
意 疼 下 进行 . 

(2)m 是 辣 数 ,xm 一 27 +1,n 是 偶数 , 先 构 作 呈 ，。, 然 后 对 1 
人 i 了 7 的 i 在 i 与 i+ 沪 之 间 加 一 边 即 得 Hi: 

I” 是 奇数 ,mm 一 2r +1,n 是 背 数 . 先 构 作 万 ?，, ,然后 在 0 
,0 与 三 之 间 加 上 边 ,在 1 与 1+ 下 二 之 间 加 上 边 , 其 中 


与 并 


< FL 
图 1.125 中 ,aa 是 Hg,(5) 是 五 5.s,kc) 征 万 5.9， 


{5} (e) 


图 1. 125 
定理 5 日 ,,, 是 mm 连通 图 ,日 边 数 最 少 . 
证 ”xm 二 2r 时 ,我 们 米 证 明 瑟 ;, ,中 没有 人 少 于 2r 个 现 组 成 
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的 分 离 集 .车 了 是 一 个 顶 分 离 集 , 日 1Y|<2y 又 ， 与 两 顶 分 
别 属 于 万 ;, 。- V 的 不 同 连 遂 片 , 今 
S= 和 

其 中 加 法 在 modn 下 执行 .因为 [VV <27, 不 和 失 一 般 性 , 设 | 站 
S517, 则 显然 存在 S 一 VW 中 的 序列 ,从 ; 娘 至 ; 终 , 使 得 序列 中 
连续 二 项 号 码 之 差 的 绝对 值 最 天 是 ;. 但 这 样 的 序列 中 相 邻 预 之 
间 上 由 41) 知 存在 边 , 即 在 和 H;,,, - Y 中 有 轨 P0i 门 ,与 1 分 居于 
HH2,,w -VY 的 两 个 连通 片 了 矛盾 ,所 以 H,, ,是 2 连通 的 . 

相似 地 可 以 证 明 mw =2r 1 时 ,Hi,,, 是 2r+1 连通 的 .由 
于 
an | 
2 1 
从 瑟 。* 是 ”项 六 连通 图 , 故 六 Ts ,从 而 得 证 


. ~ | mu | 
fm, nn) 3 i E(H,,,,)= 


e(H,.s) = f(rm,n)-= 2 3 


证 华 ， 
由 于 Ex, 若 厅 ,,, 也 是 w 边 连通 图 ;车 用 gs (m,n) 表 示 ， 
] 顺 3 近 连 通 图 中 的 最 少 边 数 , 则 对 于 ] < x < nglm, nn) 一 


| un | 


| 2 | 
习题 十 一 


1. 者 G 是 连通 图 ,wv() 汪 3, 则 下 列 命题 等 价 . 
(DG 是 块 , (2)G 中 任 二 项 共 圈 . (3) 的 秆 一 项 与 任 一 边 共 
痢 .(4)G 的 任 二 边 共 圈 . (5) 任 给 局 的 二 顶 及 一 边 , 存 在 连接 此 二 
项 且 含 此 边 之 轨 . (6} 对 如 的 二 个 不 同 的 顶 ,存在 一 轨 , 连接 其 中 
两 个 顶 ,第 三 个 顶 是 此 轨 之 内 项 . (7) 对 G 的 三 个 不 隔 的 顶 ,存在 
一 加 ,连接 其 中 两 个 项 ,第 三 个 项 不 在 此 二 上， 
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2.v 之 3 的 图 是 2 连通 岗 的 充 间 条 作 是 任 一 项 长 效 ， 

3. 语 证 :x Gg (OEA GG). 

4. 名 是 连通 图 的 一 个 顶点 , 则 下 述 命 蜗 等 价 : 

(1 是 制 硕 . (2) 在 在 与 吉 不 同 的 册 个 顶 &w ,ww ,使 得 ww 在 每 
条 由 到 友 的 轨 下 . 13) 存在 六 -jw 的 一 个 划分 VY 一 1v!= UU 
W,UNW= 人 ,使 得 YuwEU,YwE WW, 在 每 条 由 到 %w 的 
加 上 |. 

5..7 是 连通 图 总 的 一 边 , 则 下 述 命题 等 价 : 

(1)r 是 的 枚 . (127) 不 企 如 的 储 休 圈 上 . (3) 人 和 仔 在 两 个 顶 
,使 得 x 在 每 条 从 如 到 zw 的 轨 上 .14) 存 在 VCG) 的 划分 三 与 
W .使 得 什 二 预 wyEU,wC W,x 在 每 条 从 x 到 ww 的 轨 有 于 

6, {是 训 边 连通 图 , 玉 是 全 的 条 边 的 集合 , 则 (0 E') 
< 

7 .给 出 一 个 天 连通 图 如 及 其 个 顶 的 集合 WV, 使 得 w(G 一 
VV )>2. 
8. 局 大 单 图 ,8 宇 v 一 2, 则 ww(G)= 8. 
9. 找 一 个 单 图 司 , 满 足 6=v-3,x{G)<6. 


10. 0 是 单 图 ,5 过 -> ,Wx (OO)=8, 


11.G 是 单 图 ,3 演 二 (ut 一 2), 则 G 是 连通 的 

12,. 阁 1 所 7 入 1， 出 存在 单 图 注 中 lr 二 n=. 

13.PP 是 2 连通 图 中 4 与 两 项 之 间 的 胃 , 是 奉 一 定 有 男 一 
条 轨 与 PP 无 公共 内 顶 ? 

14. 若 图 G 不 含 侦 圈 和 和 孤立 顶 , 则 G 的 块 是 KK, 或 者 奇 图 . 

15 .一 个 不 是 其 的 连通 疼 (3 中 至 少 和 存在 两 个 块 , 它 们 仅 会 (3 
的 一 个 制 原 . 

16.5 (wv) 表示 图 G 中 会 硕 w 的 块 数 , 则 G 的 块 数 为 
+ > (plw) -1). 


me) 
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17.C 是 2 连通 图 ,X 与 Y 是 v 中 不 相交 的 子 集 , 且 每 个 之 中 
全 少 舍 丙 个 顶 , 则 G 中 含 两 条 无 公共 内 顶 的 轨 P 与 Q, 使 得 (1)P 
二 Q@ 之 起 点 皆 在 XX 中 ,(2)P 与 Q 之 终点 皆 在 Y 中 ,(3)P 与 Q 的 
内 项 和 锭 不 属于 XUY. 
18. YeEE(G), 篆 有 xk{G -ex(G), 则 称 G 是 临界 图 . 
试 证 : 
Ca) 每 个 临界 2 连通 图 有 -一 个 二 次 项 ， 
(5b)G 是 临界 2 连通 图 ,这 4, 则 所 2w 一 4 
19. 于 ，, 411, 是 2x + 连通 图 . 
20. «(Hs)=x (H, ,)= mm. 
2] . 树 下 上 ww 是 割 顶 , 则 d (vw)>1. 
22. 只 有 两 个 项 不 是 割 顶 的 图 是 轨 . 
23.C 每 项 管 偶 次 , 则 G 无 桥 . 
24.G 是 下 次 正则 2 分 图 ,之 2, 则 G 无 桥 . 
23. 心 古 连通 图 ,3, 则 (1) 若 G 有 桥 , 则 存在 vuE€ V(G)， 
使 得 一 如) 六 ww( 如 ). (2)(1) 之 道 未 必 正 确 . 
26. 画 五: s ,五 3 
27.G 是 C 的 真子 图 ,G 连通 , 则 存在 eEE(G),e&E(G)， 
但 e 的 一 端 在 人 上 ， 
28. 三 次 正则 图 有 一 个 割 顶 , 当 且 仅 当 它 有 一 桥 . 
29. 有 桥 三 次 正则 图 至 少 10 个 顶 . 
30.G 是 没有 有 向 问 路 的 有 向 图 ,欲求 一 个 无 公共 顶点 的 有 
门 轨 的 最 小 条 数 ,使 这 些 轨道 覆盖 一 切 顶 (这 种 轨 可 以 从 任何 一 顶 
始 而 止 于 在 何 顶 ,也 可 长 变 为 零 )， 
(a) 氢 述 一 个 解 此 问题 的 算法 . (56) 指 出 无 有 向 回路 的 条 件 是 
省 必 机.(c) 给 出 你 的 算法 的 时 间 复 杂 度 . 
31. 把 30 题 中 “无 公共 顶 " 的 要 求 租 去 ,再 解 上 题 中 的 (a) (48) 
(ce 二 个 问题 ， 
两 夺 与 叫 收 无 逆流 的 ,车 无 从 4 到 或 无 从 z 到 > 的 有 
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回 轨 .一 个 无 逆流 顶 集 是 指 此 集中 任 二 顶 知 为 无 道 流 的 . 试 证 , 覆 
次 委 道 的 最 小 条 数 等 于 最 大 无 道 流 项 集 的 顶 数 ， 

32.4ajG(0X YiE) 是 二 分 图 , 写 出 一 个 有 效 算法 求 出 一 个 
最 小 边 子 集 到 EUG) ,使 得 每 顶 至 少 为 臣 ' 中 一 条 边 之 端点 《1 
指出 此 算法 的 时 间 复 杂 度 . (ce) 证 明 这 个 覆盖 项 的 五 "满足 | 忆 "| = 
BL), 其 中 8(G) 是 G 的 独立 数 . 

33.Ca)jG(X,Y ;EE) 是 完全 二 分 图 , 则 

x(G)=min|| XI|,|Y||. 

(4 ) 证 明 : 对 每 个 自然 数 上 ,存在 一 个 图 G ,使 得 x(G) 宇 k, 有 自 G 
中 无 Hamilton 二 . 

34.G 是 无 固有 向 图 , 恰 有 一 顶 ,dd (;)=0, 怡 有 一 个 顶 1， 
dd (#2)=0, 称 边 el = ab 优 于 边 e,= ca, 当 且 仅 当 G 中 有 从 4 到 - 
的 有 问 筑 . 一 个 边 子 集 叫 做 一 个 “ 片 ”, 若 它 之 中 无 比 另 一 边 为 优 的 
边 , 且 此 集 已 极 大 .PP 是 边 子 集 ,证明 下 述 命 题 等 价 ， 

(1)P 是 一 个 片 ， 

(2)P 是 (s ,7) 边 分 离 集 ,P 中 没有 比 其 它 边 为 优 的 边 . 

(3) 寻 某 个 sjCSCV~1zl 的 $5,P=(S,5), 使 得 (5,5)=@. 

35. 称 竞 赛 图 G 是 可 分 的 , 若 VY(G) 可 划分 成 A,B 两 个 非 窑 
子 集 ,使 得 A 与 B 之 间 的 边 和 组 从 WB. 令 V(G) = iv , vy, 
wisH ad (vat (vd (vw,), 则 G 可 分 的 充 要 条 件 


是 :存在 <n, 使 得 4d* (wi) = [2]. 

36. 证 明 或 反 驶 ;G 为 有 向 图 , 自 ef, 则 对 每 三 个 顶 ， 
y:,z 人 存在 一 个 从 工 经 > 到 > 的 有 向 加. 

57 EN 是 从 图 G 上 删 去 & 个 顶 所 得 子 图 的 边 连通 度 
之 最 小 值 ,讨论 函数 1() 的 定义 域 .单调 性 和 极 值 , 若 x(G) 二 4， 
x (GG)=5,2(1)=2,1(2)=3 是 否 成 立 ? 


163 


2.1 什么 是 组 合 论 


组 合 论 也 称 组 合 学 或 组 合 数学 , 它 是 离散 数学 的 骨干 内 容 之 
一 ,是 研究 按 一 定 规则 {条 件 ) 安 排 离 散 事 物 的 事理 科学 ,讨论 这 种 
安排 的 可 行 性 ,可 能 的 个 数 和 如 何 执行 等 等 的 数学 技术 . 它 的 历史 
可 以 过 涡 到 四 二 多 年 以 前 ,而今 由 于 计算 机 科学 之 崛起 ,已 经 从 根 
本 上 改变 了 人 类 生产 活动 和 着力 活 动 的 面貌 ,组 合 数学 作为 计算 
机 科学 的 基础 之 一 ,也 已 经 从 零散 的 一 些 游戏 内 容 和 不 人 数学 主 
流 的 杂 旺 发 展 成 现代 数学 的 重要 分 支 . 图 论 实际 上 是 组 合 数学 的 
分 区 ,图 论 中 的 诸多 问题 ,例如 Ramsey 数 ,匹配 等 都 可 以 用 组 合 
论 的 方法 去 研究 ,对 这 些 内 容 , 本 书 不 打算 用 组 合 的 办 法 再 讨论 一 
调 ; 反 过 来 ,一 些 组 全 论 中 的 问题 也 可 以 化 成 图 论 问题 去 讨论 , 例 
如 Bernondli 一 Euler 错 放 信 签 问题 等 . 
下 面 用 夺 干 具体 的 组 合 问题 显示 一 下 组 合 论 的 风貌 .本 书 对 
这 些 问题 将 给 出 细 解 . 
1. 党 书 与 河 图 
公元 前 2200 年 ,4 易 经 ) 载 有 如 下 图 符 , 见 图 2.1 与 图 2.2. 相 
传 太 珊 治 伏 水 患 , 洛 河中 一 神 鱼 浮 出 水 面 ,将 图 2.1 所 示 的 “ 洛 书 ” 
奖 给 大 琐 ;沈河 中 则 路 起 一 还 白 龙 马 ,将 图 2.2 所 示 的 所 请“ 河 图 ” 
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悟 
心 
忆 
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VN 


图 2.2 

党 书 化 成 方 阵 , 恰 为 由 1 到 3 九 个 数字 组 成 的 幻 方 ;每 行 每 列 
友 每 对 骨 线 上 数字 之 和 蕴 15. 而 在 河 图 中 ,外 国 的 四 个 等 腹 梯 形 
宵 有 上 底 与 下 底 相 等 的 性 质 ,例如 右上 的 梯形 满足 2+ 10+4=7 
+9= 16. 万 外 .从 中 心 的 5 算 起 ,向 上 :$+2=7 了 ;向 下 :S$+1=6; 向 
在 :S+3=8; 癌 右 :5+4=9. 

2. Catalan 数 

饭 后 ,姐姐 洗 达 , 妹 妹 把 姐姐 洗 过 的 达 一 个 一 个 放 进 硫 厨 探 成 
一 氛 . 共 有 个 两 两 相 异 的 硫 , 洗 前 也 把 成 一 探 ,也 许 因 为 小 妹 贪 
玩 , 春 拿 进 厨 子 不 及 时 ,姐姐 则 把 洗 过 的 达 提 在 旁边 , 问 小 妹 探 起 
的 碗 探 可 能 有 几 种 方式 ? 

为 一 个 不 同 的 问题 是 :一 个 汽车 队 在 狭 罕 的 路 面 上 行 驻 , 不 得 
超车 ,但 可 以 进 人 一 个 死 毅 同 去 加 油 , 之 后 再 插队 行 驻 , 共 有 nn 辆 
汽车 , 何 可 能 有 几 种 不 同 的 车 队 开 出 城 去 ? 


这 两 个 问题 的 答案 一 致 , 尼 为 C(x) = 一 C3,, C(n) 即 数 
学 中 著名 的 Caralan 数 ， 
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3. 河 内 堪 

有 z 个 大 小 两 两 不 同 的 圆 盘 和 二 根木 柱 a ,5,c, 开 始 时 这 z 
个 圆 般 从 下 向 上 是 由 大 到 小 套 在 < 柱 上 (每 盘 中 心 处 有 一 孔 ) , 复 
求 把 这 2 个 圆 益 移 到 " 柱 上 ,规则 是 :( | ) 每 次 搬 动 一 盘 ,{ ii ) 团 
盘 只 能 套 在 三 根 柱子 上 ,( ji 不许 大 盘 压 小 盘 . 问 移 动 次 数 是 客 
少 ? 

如 果 是 64 只 盘子 , 则 移动 18446744073709551615 次 ,每 秒 移 
动 一 只 ,每 日 工作 10 小 时 ,需要 140 亿 个 世纪 才能 完工 1 组 侣 学 
中 的 答 数 往往 是 天 文 的 | 

4.Euler36 军官 问题 

有 6 个 兵团 ,从 每 兵团 派出 6 种 军 衡 的 军官 各 一 名 ,能 否 把 这 
36 位 军官 排 成 6x6 方 阵 , 使 得 每 行 每 列 都 有 每 个 兵团 的 一 各 军 
由 ,上 且 每 行 、 每 列 都 有 每 种 军衔 的 军官 ? 如 果 把 6 换 成 其 它 自然 数 
了 昵 ? 

5. 女生 问题 {Kirkman ,1847) 

班 里 有 15 名 玄 局 学 ,每 天 出 外 散步 时 平分 成 5 组 分 头 进行 ， 
问 能 否 在 一 星期 内 安排 7 次 散步 ,使 得 任意 两 名 女生 在 一 周 内 恰 
有 一 次 分 在 同一 组 ? 

1. Fibonacei 免 子 序列 

1 月 工 日 购 得 一 对 俩 子 ,雌雄 各 一 ,二 每 月 繁殖 上 肉 雄 各 一 的 -- 
对 小 免 ; 从 出 生 满 两 个 月 开始 ,每 对 局 龄 年 轻 的 免 子 也 每 月 产 下 一 
对 异性 小 免 , 问 第 5 个 月 开始 时 ,兔子 共 几 对 ? 

7 .Stirling 化 

z 名 硕士 生 毕 业 后 将 分 配 到 :x 个 无 区 别 的 单位 任职 ,要 求 每 
个 单位 都 要 得 到 至 少 一 名 毕业 生 , 问 有 包 少 种 分 配方 案 ? 

这 个 方案 个 数 用 Sy(n,m) 表 示 , S, (n,m ) 即 著名 的 (第 二 
类 )Stirling 的 数 . Sy{n,m)=? 

8. 母 函 数 问题 

红 球 & 个 ,日 球 有 2 个 , 黄 球 ;个 ,从 中 抽取 此 个 球 , 有 多 少 
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种 取 法 ? 

9. 镶 答 原 理 的 应 用 

例如 , 任 给 定 n?+1 个 相 异 实数 的 序列 

Ql ns 

试 证 ;序列 中 至 少 有 n+1 个 实数 的 单调 子 列 . 

10. 构 作 2& 二 下 下 之 日 阶 妇 方 ;2 阶 呢 ? 

组 合 论 中 如 上 述 十 问题 那样 精彩 的 问题 非常 之 多, 它们 都 各 
有 日 己 所 属 的 组 合 数学 理论 背景 , 若 不 系统 学 习 相 应 的 组 合理 论 ， 
这 种 狐 似 初等 的 具体 问题 将 会 非常 之 棘手 . 


2.2 馈 范 原理 


如 果 有 2 +1 只 驻 子 飞 回 x 只 难 晤 { 息 ), 则 至 少 有 一 愉 蚤 划 
中 飞人 两 只 准 子 .此 即 朴素 的 所 谓 鸽 笔 原 理 . 

例如 ,用 驻 答 原理 可 知 13 人 之 中 至 少 两 人 是 同一 个 月 份 出 生 
的 .从 100 双 鞋 中 取出 101 只 鞋 , 旭 至 少 取出 了 一 双 鞋 . 

例 1 在 正六 边 形 内 投下 七 矣 讲 子 ,至 少 有 两 颗 豆 粒 之 间 的 
趾 离 小 于 或 等 于 正六 边 形 之 边 长 、 

证 作 正 六 边 形 的 三 条 过 中 心 的 对 角 线 ,把 正六 边 形 划分 成 
六 个 正三 角形 ,出 驻 答 原理 , 必 有 一 个 三 角形 上 有 两 个 豆子 ,这 两 
粒 豆 子 的 韦 离 不 大 于 此 三 角形 的 边 长 ,证 毕 ， 

例 2 从 11,2,3,…,2r1(2r 实 1) 任 意 提 取 > +1 个 数 , 则 到 出 
的 数 中 存在 两 个 数 a ,上 , 使 得 1s. 

证 由 于 自然 数 可 表 成 2".p, 其 中 m 是 非 负 整数 , p 是 奇 
数 , 所 以 对 于 取出 的 x +1 个 数 而 言 ,它们 在 2” p 型 表达 式 中 的 
记 E ii 3 5 ,2r 一 11, 而 | 和 1,3,5,…,2r 一 1||=7, 出 鲍 息 原理， 
取出 的 这 ~ + 1 数 中 ,有 至少 有 两 个 a = 2” pi,5b =2m pj, 不 妨 设 
m2 之 11 ,于 是 |b, 证 比 . 

定理 1 把 m+ mz+ 二 rm; 一 nn 二 1 只 球 任 意 放 人 nn 只 例 
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于 , 则 种 一 个 盒子 中 至 少 有 m1 个 球 ,第 二 个 盒子 中 至 少 有 nx, 只 
球 ,…, 第 nn 只 盒子 中 至 少 m, 只 球 ,这 个 事件 至 少 发 生 一 件 ;其 
中 am ;1m2,… 开销 自然 数 . 

证 ”如果 上 述 n 个 事件 和 皆 未 发 生 , 则 球 的 总 数 不 超 过 

(mC—1)+ (m2 = 1)+:+(m, -1)-= D1 十 2 十 

m,n， 

与 共有 m1 二 m2 十 … 十 wy 一 nn 十 1 个 球 不 符 ,证 毕 . 

推论 1 把 nt{r 一 1)+1 个 球 放 人 入 个 盒子 ， 至 少 有 一 个 铭 
于 中 的 球 不 少 于 7 个 ,其 中 ,rEN. 

证 ”在 定理 1 中 令 zi = 和 = = 和 =, 则 mr]J+1= 
zi 十 ma 十 9 一 于 十 1 由 定理 1, 推论 1 成立 ,证 毕 . 


推论 2 车 [m1 m2,… ,ma,r1CN, 且 上 Dlm, >r—-1, 则 
存在 mj(1 二 j 坟 nn) ,使 得 rx 守 x. 
证 由 于 十 D)m, > - - 工 则 》， mm 2 下 Cr 一 1 基 
Wt mat + mn(r 1)+1, 
石 把 wx(r 一 1) +1 个 球 任 放 入 nn 个 盒子 ,由 推论 1, 至 少 一 个 盒子 
中 的 球 不 少 于 > 在下 第 一 人 颌 了 恋人 nil 个 球 ,第 二 个 盒 
子 放 大 mo 个 球 ,… ,就 是 把 不 少 于 n(x 一 1 上)+1' 个 球 放 入 了 nn 个 
盒子 ， 所 以 辆 会 有 一 个 铺子 中 的 球 不 少 于 + 个 ,如 六 722 了 
中 至 少 一 个 不 小 于 7 ,证 毕 ， : 
推论 3 mm 个 球 放 信 刀 个 盒子 ,至 少 一 盒 中 有 不 少 [ 开 一 1] + 1 
个 球 . 
证 由于 党 > | 路 玫 > (+11) -了 令 - 
各]+1, 由 推论 2 知 推论 3 成 立 ,证 毕 
和 例 3 (Dirichlet 逗 近 定理 ) Y¥YxER,YnEN, 则 存在 EE 
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N 及 整数 了 使 得 吉之 ,和 且 满 是 


| 1 -< 


证 0,1) = |0,2 


nC—1l 
| 二 1U 和 [二 下 即 把 
[0.1) 划 和 分成， 个 长 皆 二 的 小 区 间 [ ，). 考虑 序列 
上 日 ,六 一 | 天 | ;27 -2 一 [LT 
此 序列 中 每 个 数 缘 在 :0,1) 内 ,但 此 序列 中 有 站 + 上 项 ,由 铝 和 党 原 


是 , 必 有 两 项 同 在 -个 小 区 他 [站 ,二 ) 中 ,GE 10,1. 一 1 


设 此 两 项 为 px 一 [mmr],mr [mrjym 人 mmm 
10,1,…, nn1, 于 是 


mr Tm] mort [ mar] < 一 - 


Bh 
{m2 — mr (mr]j— [nix 1)1 < 


了 肥 p== px 一 gst 二 | pax] 一 [mz] , 即 得 结论 ,证 毕 . 

此 例 指 出 ,对 每 个 实数 , 知 干 倍 之 后 可 以 变 成 与 整数 相差 任意 
小 的 程度 . 

例 4 申 乙 两 个 年 级 都 有 50 名 男生 50 各 女生 + 在 一 次 联谊 
舞会 上 ,甲乙 两 年 级 的 局 学 分 别 随 意 地 站 成 一 个 图 , 甲 在 外 圈 , 乙 
在 里 圈 . 甲 年 级 的 同学 沿 其 图 顺 时 针 旋 转 , 乙 年 级 同学 不 动 ,证 明 

会 有 … 个 时 刻 ,甲乙 两 年 级 内 图 与 外 图 面对面 站 者 的 全 少 有 50 对 
可 以 成 为 舞伴 . 

证 因为 每 旋转 一 周 ,外 圈 的 每 位 同学 都 与 内 圈 的 50 位 异性 

同学 相对 一 次 ,产生 的 异性 相对 的 总 次 数 为 90x100=5000, 故 每 


个 位 置 上 平均 产生 异性 相对 为 了 ao0 = 50 次 ,由 推论 2 知 ,存在 一 


个 时 刻 , 内 图 与 外 圈 至 少 有 50 对 异性 同学 面对面 结 成 舞伴 ,证 毕 . 
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例 5 任 给 mn*+1 个 相 蜡 实数 组 成 的 序列 
XT 人 EN) 
则 必 存 在 由 其 中 站 + 个 数组 成 的 单调 子 别 . 

证 令 和 mi 表示 从 zx; 开始 最 长 的 递增 子 列 的 长 度 { 项 数 ) , 乔 
存在 7%, 宇 n +1, 则 例 5 成立. 如果 对 每 个 mm 人 = 1,2,…, #7 十 
1), 箔 mi 所 二 1, 则 43 ,m2 一, 12 是 和,2,…,n| 中 的 数 , 相 
当 于 把 mn*+ 工 个 “ 球 ”(zm;) 投 入 +n 个 使 于 ,由 推论 1, 这 里 + 一 1= 
n ,人 必 有 (1,2,… ,mm ) 中 的 一 个 位 置 放 上 了 7 十 1 个" 球 ” , 即 m1， 
jz mwe+1 中 有 n+1 个 相等 者 .不 铺设 mm = mm; 一 … 二 wm; 
= +1, 下 面 证 明 x >… xz,，,: 即 
Ti Tt, 其 单调 子 列 . 

事实 上 , 若 zi 之 xi 之 … > zx， 不成立 ;不妨 设 xz; <.xi, (其 化 
情形 相 侯 证明 ), 因 为 从 zx, 开始 递增 子 列 之 长 为 m; = m ,再 把 
zi 接 排 在 这 个 递增 了 于 列 的 前 面 , 则 得 mi > 本 rai 一 相 
违 , 故 zi 入 去 不 成 立 , 进 而 知 zi > 之 之 | ，， ,证 毕 ， 


2.3 十 X 原 理 与 排列 组 合 
加 法 原理 ” 设 事 件 4i,A;,…,A。 是 互相 独立 的 , A; 的 发 生 
有 户 种 可 能 的 方式 , 则 A1,A2,… ,及 ,中 一 种 事件 发 生 的 可 能 方 


式 有 》 pi 种. 


姜 法 原理 ” 设 事件 A 发 生 有 pi 种 可 能 方式 ,Ai 发 生 后 , A， 
发 生 的 可 能 有 p2 种 可 能 方式 ,A,,Az 发 生 后 ,A; 的 发 生 有 p; 种 
可 能 方式 ,… ,六 ,六 ,六 ,1 发 生 后 ,有 A, 的 发 生 有 pp 种 可 能 方 


式 , 则 A1,A2,…,A, 依次 发 生 有 ][; 种 可 能 的 方式 


] 2 


2.3.1 无 重复 排列 组 合 

P(z，,r) 表 示 从 集合 alyaz，…asj 中 任意 提取 r 个 元 素 (r 
过 及) ,再 把 这 个 元 素 任 意 列 成 的 模 队 (或 纵队 ) 的 数目 . 

如 果 从 左 向 右 看 , 横 队 第 一 位 置 上 的 元 素 有 7 种 可 能 ,第 二 
位 置 上 的 元 素 则 为 第 一 位 置 选 走 后 , 从 剩 下 的 x 一 1 个 元 素 中 所 
取 , 有 7 -工种 可 能 ,第 > 个 位 置 上 的 元 于 只 能 从 前 r 一 1 个 位 置 
于 的 元 素 依 次 选 走 后 ,从 n 一 + + 1 个 剩 下 的 元 素 中 去 抽取 , 故 有 
n 一 r 十 | 种 可 能 ,于 是 ,由 乘法 原理 ， 

Pln,r}j=ntn -1)(n -2)(n—r+1). 

特 基 地 , 当 x =r 时, 则 有 

Pln,n)= nl, 
P{n,n) 称 为 n 个 元 素 的 全 排列 . 


(“表示 集合 1a， a2r sc 中 个 元 素 的 于 集 的 个 数 ， 


(”) 也 可 记 成 C(n,r) 或 《 
由 Pin,7) 的 定义 知 ,P{n,r) 是 先后 两 个 事件 Al, A,; Al 
是 内 iaiyez,…vas| 中 任 取 + 个 元 素 ,由 { ”的 定义 ,Ai 发 生 的 


可 能 方式 为 { ”] 种 ,A2 把 这 + 个 元 素 全 排列 ,A1 发 生 后 ,4? 发 生 
的 可 能 方式 有 r! 种 ,由 後 法 原理 ， 
pln,r)={")r!, 

(7) = D2) rt 

nl : 

rl tan-r)! 

例 1 (无 重复 加 排列 ) 从 1a1,4a2,…,an| 中 任 取 个 元 素 
任 放 在 加 局 的 个 位 置 上 ,有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

解 。 若 按 逆 时 针 ( 顺 时 针 也 可 ) 方 向 看 ,从 不 同 的 起 点 沿 图 上 
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可 读 出 相同 的 序列 时 , 称 两 种 加 排列 相同 . 

把 PC(n,r) 所 指 的 排列 称 为 线 排列 , 记 无 重复 圆 排 列 的 方式 
数 为 D(n,r), 把 r 个 元 素 在 图 周 上 辜 列 后 ,每 个 圆周 土 的 元 认可 
以 敌 为 “排头 "该 出 一 个 > 元 素 的 线 排列 ,每 一 个 圆周 排列 可 得 x 
个 线 排列 ,由 溺 法 原理 ， 

Plna,r)j=O(n,r)r, 
于 是 


Drn,r)= Plan, ") 二 re 


特别 地 ,nn 二 7 时 , 称 为 n 元 素 贺 全 排列 ， 
Ofn,n)= (no 1)!. 
例 2 各 种 面值 的 人 民 币 各 一 枚 ,可 以 组 上 成才 少 种 不 同 侈 币 
值 ? 
解 ” 人民币 的 曾 值 有 100 元 ,50 元 ,20 元 ,10 元 ,2 元 ,1 元， 
五角 ,二 角 , 一 前 ,五 分 ,二 分 ,一 :分 13 种 面值 ,由 加 法 原理 ,可 组 成 


43 
Sj C13,i) = 23— 1 = 8191 
"二 1 


种 币 征 . 

2.3.2 Catalan 数 

定义 1 插 号 站 中 ,“{" 称 为 左 括 ,“)" 称 为 右 括 ,所 谓 好 括号 
列 是 指 

(1) 空 列 蚌 好 插 号 麟 . 

(2) 若 A 与 B 是 好 括号 列 , 则 AB 是 好 括号 列 . 

(3) 若 A 是 好 括号 列 , 则 54) 也 是 好 括 叶 列 . 

(4}) 除 (1)(2){3) 中 的 括号 列 外 ,再 无 其 它 好 括号 列 . 

不 是 好 括号 列 的 括号 列 称 为 坏 括 号 烈 .中 

例如 [000)) 是 好 括 导 列 ,)CO)( 是 坏 括 导 列 . 

定理 1 一 个 括号 列 是 好 插 导 列 移 充 要 和 条件 是 , 它 由 偶数 个 
括号 组 成 ,其 中 一 半 是 左 括 ,-: 半 是 右 插 , 且 从 左 向 右 恋 这 个 括 号 
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列 时 , 谈 出 的 右 括 个 数 不 会 超过 恋 出 的 左 括 的 个 数 . 

证 ”者 括 导 列 是 好 列 ,由宇 义 , 显 然 记 是 由 御 数 个 括号 组 成 是 
左 插 皇 一半 .下 耐用 区 于 括 叶 数 的 数学 归纳 法 证 明 从 左 问 右 恋 出 
的 左 括 个 数 不 少 于 读 出 的 右 括 个 数 . 若 括 号 数 为 2, 则 命题 显然 成 
立 , 设 凑 个 左 括 头 个 右 括 组 成 的 好 括号 列 ,命题 已 其 ,考虑 个 
左 括 号 和 za 个 右 括 号 组 成 的 好 括号 到 .n> zm， 

(| ) 符 梅 造 此 列 时 ,最 后 一 步 是 (2) ,此 列 形 如 AB, 且 A 与 B 
和 骨 好 列 , 当 我 们 从 左 向 右 读 时 ,只 要 还 在 恋 A, 由 归纳 法 假设 , 读 
出 的 左 括 不 比 右 括 少 , 当 我 们 读 A 的 最 后 一 个 括号 时 , 读 出 的 左 
括 与 右 括 一 样 移 .再 读 下 去 , 即 读 召 ,由 归纳 法 假设 , 读 出 的 右 括 总 
数 仍然 不 会 超过 读 出 的 左 括 总 数 . z 

(ii ) 若 造 此 括号 列 时 ,最 后 一 步 是 (3) ,全 题 显然 成 立 . 

下 而 证 明 由 左 括 号 占 半数 的 括号 列 ,从 左 向 右 读 时 读 出 的 左 
括 个 数 不 少 于 读 出 的 右 括 个 数 , 则 此 列 是 好 括号 列 . 仍 用 关于 括号 
数 的 归纳 法 来 证 ,括号 数 为 2 时 ,命题 自然 成 立 .假设 mx 之 n 时 ， 
m 个 左 括号 ma 个 右 括 组 成 的 括号 列 , 傅 题 已 真 ,考虑 nt 个 左 括 nm 
个 右 括 组 成 的 括号 列 , 若 从 左 向 右 读 时 , 读 了 2m 个 括号 后 , 读 得 
的 左右 括号 个 数 相等 ,由 归纳 法 展 设 , 读 出 的 非 空子 列 A 是 好 列 ， 
右面 未 读 的 子 列 B 也 满足 命 是 条件, 由 归纳 法 假设 ,B 亦 是 好 列 ， 
所 以 整个 括号 列 4B 是 好 剂 . 

在 上 述 非 空 列 A 不 存在 ， 则 从 堪 向 右 读 时 ， 刚 读 了 第 一 个 括 
号 而 末 读 其 它 括号 时 ,由 命题 条 件 知 第 一 -个 插 号 左 括 . 读 到 只 剩 一 
个 括号 时 ,已 读 出 的 左 括 不 比 右 插 少 ,而 左 括 右 括 个 数 各 占 一 兴 ， 
故 最 后 一 个 括 导 是 右 括 , 于 是 原 括 号 是 (4), 绅 A 仍 满足 命题 条 
件 , 由 归纳 法 假设 ,A 是 好 列 , 故 (4) 亦 是 好 列 ,证 毕 . 

定理 2 由 2n 个 括号 组 成 的 好 括号 列 的 个 数 等 于 Catalan 数 
Cln); 


， 1 
CO IC2n,n). 
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证 设 记 pz2…zz 是 zz 个 左 揪 7 个 右 括 组 成 的 坏 括 导 列 . 由 
定理 1 知 ,pp2… ps, 有 一 个 前 组 ,其 中 右 播 比 左 括 多 . 设 Pip2~ 
p; 中 右 括 比 左 括 多 ,是 j 最 小 ,这 时 Pip2… 户 , 中 右 插 只 比 左 括 和 多 
1 个 ,把 +1 开 始 的 后 半 眉 括 号 们 都 “ 翻 "过 来 , 则 得 -1 个 左 括 
n+l 个 右 括 的 二 括号 列 , 显 然 这 一 过 程 是 可 道 的 , 故 n 个 左 括 z= 
个 右 括 组 咸 的 坏 括 导 烈 与 a -1 个 左 括 n +1 个 右 揪 组 成 的 括号 
列 一 一 对 应 ,而 nn 一 1 个 在 括 n+1 个 右 括 组 成 的 括号 列 共 计 C 
(2n 天 十 1) 个 ,7 个 左 括 7 个 右 揪 组 成 的 括号 列 共 计 C(2m nm ) 
个 ,所 以 2n 个 括号 的 好 括号 列 共 有 

Cl2n,n) ~ C2n,n+1) 


= Xx2n(2n ~ 1){2n—2)...(2n -n+1)- 
x2n{(2n ~—1)'(2n 一 np) 


] 
(n+1)! 


= C2n,n)= Cn), 

证 毕 . 

例如 考虑 zi zz za zw 对 这 个 乘 式 加 括号 搞 结 合 律 则 
共 加 2n -2 个 括号 ,其 中 一 半 是 去 括 ， 而 且 从 左 向 右 读 时 , 读 出 的 
左 括 号 个 数 不 比 右 揪 号 少 ,由 定理 1 ,加 上 的 括号 列 是 好 括号 列 ， 
作 绪 合 时 ,所 有 可 能 的 加 括号 方式 得 到 所 有 的 好 括号 列 ， 故 所 有 的 
加 括号 方式 共计 Cln 一 1) 种 . 

太一 方面 , 设 最 后 一 次 乘法 是 x| ,x,， …, 6 的 某 种 结合 方式 
炉 得 的 积 与 x] zt 的 茶 种 结合 方式 乘 得 的 积 , 这 两 个 
积 的 乘法 , 若 前 一 个 积 产生 时 的 结合 方式 数 记 成 ak , 则 后 面 2 一声 
个 因数 产生 第 二 个 积 时 的 结合 方式 数 为 a,. #3 下 二 1,2,…, 凡 一 1， 


于 是 由 加 乘 原理 ,所 有 加 括 方式 数 为 s。 = yan ,, 令 a = 1 
上 =] 
容易 证 明 初 值 问题 
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的 解 是 唯一 的 . 又 由 上 述 论 证 知 a, = C(xn -1 是 此 初 值 问题 的 唯 

例 3 区 周 上 有 2(a -DT) 个 点 ,用 m -1 条 彼此 无 公共 点 的 张 
连接 这 些 点 ,共有 几 种 方式 ? 

解 ” 设 共有 5, 种 方式 . 记 图 周 上 的 2n 一 2 个 点 依 逆 时 针 序 
为 TD Un _ ;不妨 设 TI1 与 wt 间 连 一 条 胖 , 1 所 入 -1， 
则 此 弦 两 侧 分 别 有 2 一 了 和 2(n 一 上 一 1 个 点 ,因为 要 求 弦 签 此 
无 公共 点 ,所 以 上 述 2( 雪 -日 个 点 与 2(2 一 大 一 1) 个 点 ,双方 之 辐 
不 会 连接 弦 ,于 是 这 2( 点 一 二 个 点 之 间 的 终 的 连接 方式 有 4 种 ， 
其 余 2(n -1) 个 点 之 间 的 弱 的 连接 方式 有 必 -* 种 ,由 于 大 可 
取 1,2.…, 到 -1 由 加 乘 原理 ,得 


一 | 
pn 2 pn -大 + 
点 = 二] 


再 令 记 = 二 1, 抽 和 基 ,= 二 Cn 一 1). 

例 4 把 凸 n+1 边 形 用 其 互 不 相交 的 对 角 线 进行 三 角 剖 分 ， 
间 痢 分 的 方式 有 几 种 ? 

解 ” 设 此 n+1 边 形 为 momo 人 2 则 在 任何 一 种 三 第 
带 剖 分 中 , om + 1 展 一 个 三 稍 形 的 边 , 此 三 角形 的 另 一 项 为 vi+1， 
1 1, 会 vivir1t4+1 把 原 多 边 形 分 隔 成 一 个 下 二 + 边 同 多 
边 形 和 一 个 (n ~ 上 +1) 边 凸 多 边 形 , 令 n+1 边 是 多 边 形 的 三 角 
前 分 有 a, 种 , 则 上 述 两 个 小 凸 多 边 形 分 别 有 ax 和 a- :种 三 币 旗 
分 方式 .由 + Xx 着 理 得 


ml 
Un Dain ks 
=1 
令 a1==1, 则 a= Cln -1). 


例 4 可 用 好 括号 列 技术 来 解 .把 凸 n +1 边 形 的 边 依 逆 时 针 
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为 序 排列 为 e1 ,ey,…,e, ,e+1. 对 于 el'eyr ere, =e 进行 加 
括号 结合 , 按 前 面 所 证 ,加 括号 的 方式 恰 为 C(n -1) 种 .把 对 角 线 
视 为 所 在 三 角形 上 另 两 边 之 积 , 见 图 2.3, 按 脚 标 递增 的 顺序 抄写 
并 加 括号 .于 是 对 n+ 1 过 凸 多 边 形 的 三 角形 前 分 的 方式 与 21e283 
…en 加 括号 方式 一 一 对 应 , 故 三 角 剖 分 方式 有 Cln 一 人 种. 

在 2.1 节 中 提出 的 汽车 队 加 油 问 题 中 ,有 汽车 进入 胡同 时 , 立 
刻画 一 个 左 括 “( ,有 汽车 出 胡同 时 ,立刻 接着 画 一 个 右 插 *)”, 不 
进入 胡同 的 汽车 认为 它 是 刚 一 进入 胡同 立刻 退出 胡同 ,于 是 由 定 
理 ], 画 得 一 个 好 括号 列 , 好 括号 列 与 车 只 一 一 对 应 ,汽车 了 蕉 的 种 
类 有 Ctn) 个 . 


{{eda) es) 
本 3 。 
从 生 
团 2.3 


姊妹 洗 克 那 个 问题 中 , 姐 洗 好 一 碗 即 画 左 括 “("”, 妹 拿 进 厨子 
一 磺 , 则 画 右 插 ”)”, 由 定理 1, 洗 好 后 的 硫 抒 可 能 共有 CCn) 种 . 

还 有 一 个 计算 机 存储 问题 : ”个 字符 ,都 要 进 人 “ 先 人 后 出 " 存 
情 器 S$ 恰 一 次 ,它们 进入 S 时 是 有 序 的 , 问 出 S 的 不 同 字符 列 可 
能 几 种 ? 

有 字 进 S 有 时, 立 刻画"(”, 有 字 出 S 时 ,立即 画 “)”, 则 得 好 括 
写 列 ,于 是 知 出 S 的 不 同 字符 列 可 能 有 Crn) 种 . 

2.3.3 可 重复 的 排列 组 合 

上 上-- 节 讨论 的 无 重复 排列 与 组 合 中 ,参加 排列 或 组 合 的 元 素 
上 必须 两 两 相 异 , 现 取 消 这 一 限制 .例如 一 个 排列 可 以 是 aaaguabbpb- 
baauabbpb 等 等 ,一 个 组 合 可 以 是 |a,a,5,651. 
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定义 2 证 ME= la ast, a C1) A, a ， ， am i 
sal ,aN ,ee ,0 Qe | 其 a'*=a 村 时 | 1 ,2,° 。 = 1,2, 
…, 则 称 S 是 上 种 元 素 的 重 集 ; 和 和 上 于 是 个 最 入 让 宗家 的 

数 , 若 ua 的 重 数 为 户 , 则 S 可 简写 成 S = | pet ,pa … 
Pet 有 可 以 是 oo , 口 ] 

定理 3 设 S=icoe ,ooa 人 ooat 上 | 则 从 S 中 提取 
出 r 个 的 排列 个 数 是 ,其 中 x EN. 

证 ”和 欲 得 之 排列 ,第 一 位 上 的 元 素 有 大 种 取 法 ,第 一 位 取 定 
后 ,第 二 位 上 的 元 素 亦 有 & 种 取 法 , 依 此 类 推 ,由 乘法 原理 ,此 种 
排列 有 上 ' 种 ,证 毕 ， 

例 5 一 种 体育 彩票 ,规定 购买 者 填写 一 个 7 位 数字 , 播 奖 摇 
出 的 那个 了 7 位 数字 与 其 人 的 彩票 上 预先 登记 的 7 位 数字 一 致 时 则 
此 人 得 大 奖 , 问 得 大 奖 的 可 能 性 有 多 大 ? 

解 由 定理 3, 所 有 的 由 7 个 数码 组 成 的 7 位 数字 共有 10 
个 ,所 以 获 大 奖 的 可 能 是 10-?, 即 千 万 分 之 一 (这 种 可 能 太 小 
了 1), 

定理 4 重 集 S= pa ,pa 人 2 pat 的 排列 个 数 是 


证 S 中共 > 个 元 素 ,车 把 这 些 元 素 皆 看 成 相 异 者 , 则 共 


有 排列 { > 户 )! 个 .实际 上 每 种 元 素 有 有 户 个 相同 者 ,这 户 个 元 素 
视 为 两 两 相 异 ， 使 得 排列 数 扩大 了 六 ! 倍 ,由 乘法 原理 , 共 使 排列 


pi)! 


扩大 了 下 (mn 信 ， 故 S 的 (全 ) 排列 共有 -人 L 个 , 证 毕 
(pi!) 


1—1 
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例 6 已 知 ， mr 7ECN 太一 个 1x mx 的 长 方 体 房子 一 
只 琢 子 从 地 板 的 西南 角 飞 加 天花 板 的 东北 角 , 它 只 能 南北 方向 . 东 
型 方 向 和 上 下 方向 飞行 ,飞行 整数 长 度 后 才 揭 栖 , 问 蚊子 飞行 的 最 
短路 线 有 和 多少 条 ? 

解 为 了 路 线 最 短 , 它 不 能 向 南 .向 下 和 向 西 飞 ,所 以 它 飞 行 
过 问 北 的 ,向 上 的 和 向 东 的 路 程 共计 1 + mx + ,又 向 南 的 备 段 (每 
段 长 要是 无 区 别 的 ,向 上 的 各 段 (每 段 长 1) 是 无 区 别 的 ,向 东 的 各 
段 (每 段 长 1) 是 无 区 别 的 ,由 定理 4, 蚊子 的 最 短路 线 共 有 


十 十 天 让 和 
ml I nt Tt- 
以 魔方 式 3x 3x 3 的 空间 为 例 ,才子 的 最 短路 线 有 7 = 
302880 _ 
“9516 1680 种 . 


定理 5 设 S= jcoati,ooa 人 ,ooat6, 风 愉 S 中 选 ， 
个 元 素 的 组 合 数 为 C(& 一 1+ ,x). 
证 S 的 每 个 > 个 元 素 的 组 合 形 如 |ziaCD， zaeG，… 


,其 中 x :Ts 是非 负 整 数 , 日 2) Xx; 三 ,上 友之, 尾 和 何 
一 个 满足 不 定 方程 > zx = 了 的 非 负 整数 列 zi ,x+ ,…, zx, 对 应 一 
个 S 的 -组 合 ,于 是 S 的 ”元 组 合 个 数 等 于 > 7 zx = > 的 非 负 整数 
解 的 个 数 .为 此 考虑 S = |(-1) .0,r .1| 的 (全 ) 排列 , 任 给 人 S 


的 一 个 排列 ， 相当 于 有 非 负 整数 和 1 > 一 六 ,使 得 -过 | 


个 1 在 第 一 个 0 的 左 侧 ,x; 个 1 在 第 一 一 个 0 与 第 二 个 0 之 间 ， 
个 1 在 最 后 一 个 0 的 右 向 , 即 任 给 一 S 的 排列 ,5 可 以 找到 一 个 


ba 一 天 的 非 负 整数 解 ; 反 之 ,若非 负 整 数 二 是 方程 
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>,xzr = 的 解 ,可 按 上 述 情形 构 作 一 个 5’ 的 排列 ,于 是 5S’ 的 排 


1= | 


列 与 2 Fr 二 7 的 非 负 整数 解 之 问 一 一 对 应 , 故 知 S 的 > 元 组 合 个 
数 等 于 5 的 排列 个 数 , 由 定理 4 得 S$S 的 x 元 组 合 个 数 为 


Et 二 人 (人 志 一 1+r,r), 证 毕 . 


例如 系数 为 1 的 变 元 为 zc ,y,z 的 100 次 单项 式 的 个 数 是 C 
(3+100-1,100)= C(102,100) =5151. 

定理 4 洛 号 = [eea coon,… ,co0a'*)), 且 要 求 S$ 的 每 
个 不 同 元 素 在 r 组 合 中 至 少 出 现 1 次 ,r 宇 吉 , 则 S 的 这 种 组 合 数 
等 于 Clr 一 1,k& 一 1). 


证 5 的 7 组合 形 如 ca ra ,at*|, 且 > - 
jt 1 这 种 组 合 的 个 数 等 于 方程 2 = ， 的 正 整 数 解 的 个 
数 .此 方程 等 价 于 > (an _D =, 令 一 如 一 1, 则 只 欠 证 
明 > y = ,上 的 非 负 整 数 解 的 个 数 是 Ct - 1,& -11), 由 定理 


5 证 明知 , 》， y, = + 的 非 负 整 数 解 的 个 数 为 


Crh-l1+ro—k,r ok)= Cr oir mk£k}= Cr ol,k- 1), 
证 毕 . 

例 7 一 电视 机 三 生产 10 种 彩电 ,和 欲 运 往 市 场 ,每 个 集 装 第 
可 装 30 台 彩 忠 ,要求 每 个 集装箱 中 各 种 彩电 至 少 一 兴 , 问 有 多 少 
种 沪 箱 方式 ? 

解 设 该 三 需 外 运 的 彩电 足够 多 , 此 题 即 求人 从 5S = 
cout ,co 中,…,coat 中 提取 r= 30 合 电 视 进行 组 合 的 个 
数 ,但 要 求 每 一 组 合 中 a ,a 和 3… ,a 下 都 出 现 ,由 定理 6, 此 组 合 
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的 个 数 为 
C{30—1,10-1)=C(29,9) = 10015005. 
即 装 箱 方 式 有 10015005 种 ， 


习题 一 


1. 从 11,2,3,…,99,100} 中 任 选 51 个 数 , 这 51 个 数 中 有 两 个 
数 a ,上 5 ,使 得 a|5. 

2. 有 二 路 模 队 ,每 队 30 人, 甲 队 由 15 名 男生 和 15 名 女生 组 
成 , 乙 队 男友 生 不 限 。 两 队 之 间 同 学 面对面 站 立 , 甲 队 不 动 , 乙 队 
同 右 平移 ,每 移动 一 个 位 慎 , 其 队 尾 就 跑 到 最 左 端 做 排头 ,证 明 : 乙 
队 平 移 到 某 一 时 刻 会 出 现 面对面 的 同学 中 有 15 对 性 别 一 致 . 


3. 单 位 正方 形 内 任 取 的 5 点 中 存在 两 点 相距 小 于 皮 


4. 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 内 任 取 的 5 点 存在 两 点 相距 小 于 方 ， 


5. 任 取 黑 白 棋 子 21 枚 ,任意 排 成 3x? 的 长 方 阵 ,总 能 找到 长 
方 子 阵 ,其 四 和 角 上 的 棋子 局 色 ， 

6. 任 取 11 个 上 自然数, 之 中 必 有 两 数 其 差 是 10 的 倍数 . 

7.yYalaaycsEN,56253 是 atazyas 的 尾 一 排列 , 则 ai 一 
51,a2 一 pcd 一 看 中 至 少 有 一 个 是 偶数 

8.m EEN, 任职 rm 二 1 个 自然 数 ,其 中 至 少 有 两 个 整数 ,其 差 
是 m 的 倍数 . 

9. 序列 al ,az,…,an 中 ,每 项 丝 自 然 数 , 则 必 存 在 一 段 连续 
子 列 , 其 名 项 之 和 为 n 的 倍数 . 

10.9 各 科学 家 从 事 一 项 秘密 工作 ,把 文件 锁 在 柜子 里 ,当量 
仅 当 5 个 科学 家 同时 在 场 时 , 才 可 打开 柜子 , 问 最 少 带 要 多 少 把 
锁 ? 每 位 科学 家 至 少 需 要 多 少 把 钥匙 ? 

11.6 男 6 女 在 圆桌 旁 交 错 人 席 , 有 一 对 男女 拒绝 邻 座 ,有 多 
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少 种 大 席 方式 ? 

12. 教 富里 有 两 排 位 置 ,每 排 8 位 , 今 有 14 名 学 生 , 其 中 5 人 
总 级 前 排 ,4 人 总 坐 后 排 , 求 人 坐 的 方式 数 ， 

13. 从 10 男 12 玄 中选 4 人 ,至 少 要 选 两 名 女士 , 几 种 选 法 ? 
22 人 中 有 一 男 一 女 拒绝 阿 时 人 选 ,有 和 多少 种 选 法 ? 

14. 在 小 于 10000 的 正 整 数 中 含有 数字 7 者 有 几 个 ? 

15. 从 不 大 于 500 的 自然 数 中 取 5 个 数 , 其 和 从 为 $ 的 倍数 ， 
有 元 种 取 法 ? 

16. 空 间 25 个 点 , 任 三 点 不 共 线 , 问 可 以 确定 多 少 个 三 角形 和 
多 少 个 四 面体 ? 

17.100001 的 末尾 有 几 个 零 ? 

18. 能 整除 1400 的 自然 数 有 和 多少 ? 

19. 一 停车 场 有 卡车 20 辆 ,大 客车 10 辆 ,小 轿车 15 辆 ,把 这 
些 汽车 排 成 一 行 ,有 多少 种 排 法 ? 

20. 个 不 同 的 字母 组 成 长 二 的 字 中 , 相 邻 字母 不 同 的 字 有 
多 少 ? 

21. 有 足够 的 六 种 纪念 品 送 给 位 老师 ,每 位 老师 收 到 两 种 
不 同 的 纪念 品 的 选 法 有 多少 种 ? 


22. a1,42，…,a, 是 非 负 整 数 ,r 是 正 整数 , 求 方程 x 一 ， 
的 满足 zx 渤 as(i = 1,2,…,n) 的 非 负 整 数 解 的 个 数 


23. 求 不 等 式 > x; < r 的 非 负 整数 解 的 个 数 . 


24. 袋 中 有 红 , 黄 . 蓝 , 白 四 色 球 各 100 只 ,从 袋 中 任 取 10 只 
球 , 有 和 多少 种 取 法 ? 

25. 有 纸 片 n* 张 (n 是 任意 自然 数 ) ,在 每 张 上 用 红 蓝 铅笔 各 
任意 写 一 个 不 大 于 ? 的 自然 数 , 但 要 使 红字 相同 的 任意 两 张 上 所 
与 的 蓝 竺 不 相向 , 现 把 每 张 上 的 两 个 数 相 乘 ,证 明 得 到 的 n? 个 积 
之 和 是 一 个 常数 ,上 且 求 此 常数 ， 
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2.4 容 斥 原理 


几 个 集合 ,通过 其 交集 的 元 素 个 数 可 以 算出 其 并 集 的 元 察 个 
数 或 这 几 个 集合 补 集 之 交 的 元 素 个 数 . 下面 建立 往 式 计算 公式 . 
二 和 集 容 斥 原理 设 六 1, 及 2 是 其 个 有 限 集合 , 则 有 公式 
AUAI=1A|+|Al -|ANA,. (1) 
公式 (1) 的 证 明 不 足 道 ,一 画 文 氏 图 即 得 知 。“ 容 ”“ 斥 ”二 字 从 
何 谈 起 ? 事实 上 和 谷 求 A1U Az 中 元 素 的 个 数 , 如果 Al 与 上 ,不 
交 , 只 要 数 一 下 41 元 素 的 个 数 ,再 数 A, 的 个 数 ,把 两 数 相 加 即 
得 , 即 对 4, 与 A; 的 元 案 个 数 是 接纳 的 , 相 容 的 ,但 车 Aji 门 A, 关 
人 @, 则 上 述 相 容 性 累加 就 把 A 门 As 中 的 元 素数 了 两 遍 , 应 把 其 中 
的 车 数 部 分 排斥 掉 , 即 还 要 减 去 | Al 门 A,|. 
三 集 容 斥 原理 设 A1,A,,A; 是 三 个 有 限 集 合 , 则 有 公式 
[IAIUAUAI= 0 AItA tA -A NA 
tiAf AltiAN As31}+1ANMNAAN A | (2) 
证 [AJUA2UA;|=1(A1UA3)UAs|, 册 公式 (1) 
AUA)UAI=(0A UA, +A) -1 (A UA) NN A 
= (A tA A NA A 1) -1A NN A) U Ch NA) 
= (Alt A iI+tl As 1) -ANAI+IAiN A i 
tl A A30DD+IANANA,NA, 
= ALItl Az1+i As1)- (AINAN+IAIN A 
+| Az 1) A3 1) + AN A Al. 
证 竺 ， 
公式 (2) 右 端的 | A1| + 1421+143 对 于 计算 A UU AU A 
的 元 素 个 数 可 能 接纳 (容纳 ) 得 多 了 一 些 ( 在 4 ,As, A 之 间 有 交 
时 是 这 样 ), 所 以 蓝 修 正 , 减 去 { AMA + iA NA | + | .42 门生 3 
让 这 样 可 能 又 减 多 了 ,还 要 最 后 修正 一 下 ,加 上 14 站 4 门 A| 
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怡 为 是 | A1U A; UA;1. 如 此 象 筛 第 子 似 的 左右 摆动 了 三 遍 终 于 
得 出 精确 值 ,所 以 称 之 为 第 式 公 式 . 
我 们 猜 到 | A UA2U…U A, | 的 计算 则 需 和 n 次 , 即 交 错 地 
+ 一 共 n 项 ,加 上 些 就 变 多 , 减 去 些 就 变 少 ,如 此 多 多 少 少 逐次 通 
近 , 到 | A 和 介 Az 门 … 门 A, | 止 , 即 得 精确 值 . 
n 集 容 斥 原理 1 A1,AA;,…A, 是 个 有 限 集 , 则 有 公式 
| ALU As AU 和 AI 
-Anna 2 人 站 和 mA 
t+ (1 MAN AN 人 丫 A, 1. (3) 
证 #2 时 ,由 公式 (1) ,人 芥 肿 (公式 (3)) 成 立 . 
很 设 对 n 一 1 个 集合 的 情形 ,(3) 式 已 真 , 即 
| A UU Az UA, | 


= NS NA NA 


+ te- "ANA NN A, | ， (4) 
则 有 
1 AIUAU UA 1! 
=1AUSGU UADUSI=IAUSLUSU UA 
+ -A (5) 
由 归纳 法 假设 ,把 (4) 式 代入 (5) 得 
A AU……UA,| 
-2 NN 
+ 2 [本 站 各 门 总 有 睹 人 + 人 让 门 丰 站 站 癌 
-24nAP DD ANANA I 


18> 


+CDY?IANAN NA NA | 


-2 1Al- 2 14 Nt 2 ANANA 


+ 站 
证 毕 ， 
nn 集 容 斥 原理 2 ”Al,A;,…,A, 是 n 个 有 限 集 ,A;, 是 A 的 
子 集 ,i =1,2,…,#, 记 A;= 有 AA,, 则 
1AM A NMA, 


AIAUAUTUA -IA DA 3 IANA 
Dy TANANEI+ A 


1 
(6) 


公式 (6) 是 公式 (3) 的 推论 . 

公式 (6) 是 在 求 不 具有 x 种 性 质 中 的 任何 一 种 性 质 的 元 素 的 
个 数 .事实 上 , 替 具 有 第 ; 种 性 质 的 元 素 组 成 的 集合 是 A;, A. 丑 
A, 则 A; 是 不 具备 性 质 ; 的 元 素 组 成 的 集合 ,于 是 | 由 ,| 表示 不 
上 其 备 n 种 性 质 中 任何 一 种 性 质 的 元 素 的 个 数 .公式 (3) 则 表示 具有 
nn 种 性 质 中 的 基 一 种 性 质 的 元 素 的 个 数 . 

例 1 求 1,2,3,4,…,m 中 与 4 互 率 的 整数 的 个 数 . 

解 设 A=11,2,:…,m| ,Pl ;P23，…' ,pp 是 1x 的 全 体 崇 因数， 
记 Aj; 二 1ala€EA, 且 p;|a|,i=1,2,…,n. 则 所 求 的 “个 数 " 即 为 


A | ,A= A 一 A 由 公式 (6), | 站 A |=1Al- 3 1A1+ 
i™=1 


>) AN A Itt 和 A 


| 


其 中 


一 — 7 Le 
Ai=m,lAl= ,1A,NMNA, | TS 
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ANA, | =- ry ,代入 (6 


= m2》, Et) 
A= ~ De | (- 六 ps 


1 | 1 1 | 
一 十 一 一 一 -十 一 1 本 
m (1 2 pi ,2 2 ( ) pip2'' pn 


A 
即 1,2,… ,mx 中 与 互 素 的 整数 个 数 是 m |[ [1 一 六 

定义 1 已 知 a ai …ai 是 S= laiyaz,…,an| 的 一 个 全 排 
列 ,a; ea 也 是 S 的 一 个 全 排列 ,但 误 隆 六 ,=1,2,…n, 则 称 
914 是 a ,ai,，… ,Qi 的 错位 排列 . 吕 

图 论 中 讲 过 Bernoulli - Euler 错 放 信 签 就 是 错位 排列 , 现 用 容 
太原 理 来 求 错位 排列 的 个 数 . 


定理 1 排列 a1, a2 ,a WA 有 公式 


D, = mi -11+2- | 


”1 3 (7) 

证 设 A; 是 使 排列 a1a2…a,…a, 中 第 j 位 上 总 是 a 的 各 种 

全 排列 所 成 的 集合 ,i =1,2,… ,nn. ， 岗 iaaalad an 的 错位 排列 

的 个 数 为 | 人 A,| .是 [Ai|= (x-D!, [ANA|=(n-2)1,1, 

相 异 ,i,j 了 E11,2,…,n|,|A; 门 全 门 A4|=(n 一 3)1,i,j, 上 & 相 异 ， 
人 ,于 是 由 容 斥 原理 (公式 (6) ) 得 

Ds = | 有 |=al -Cn,D(n~D! +C(n,2)(n -2)! 
tt "n,n).0! 


| 


一 了 ee 十 mr 十 Fi 十 一 -一 | HI Cr 
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例 2 补 , 乙 ,内 每 个 给 自己 的 6 位 朋友 写 了 六 封 信 , 求 甲 ， 
乙 , 内 都 把 信 租 插 错 有 多 少 种 可 能 ? 

解 每 个 人 错 放 人 情敌 的 可 能 性 有 Ds 种 ,由 乘法 原理 ,所 求 的 

] 

A 

=265 = 18609625. 

在 全 排列 中 ,禁止 某 x 个 元 素 排 在 某 些 位 置 上 ,或 禁止 出 现 
某 些 连贯 的 子 排列 , 则 称 其 为 禁 位 排列 或 禁 串 排列 . 

例如 在 1a1,a2,a3;a4l 的 全 排列 中 ,禁止 a 排 在 第 一 位 , 禁 
下 as 排 在 第 二 位 ,就 是 禁 位 排列 的 一 例 ;在 jal,a2,a;,a4! 的 全 
排列 中 ,禁止 出 现形 如 azas 的 段 , 则 是 禁 串 排列 一 例 . 

定理 2 设 ijal,42'" ,a, | 的 全 排列 中 ,每 个 a; 有 一 些 禁 位 ， 
这 些 茶 位 组 成 a; 的 禁区 , 设 x, 表示 恰 有 i 个 元 素 落 人 禁区 的 全 排 
列 之 个 数 . = 1,2, 7, 则 每 个 元 素 皆 不 在 自己 的 禁区 的 全 排列 
个 数 为 

,=n an) 站 十 【天 一 了 ra 十 (一 1 

六 1+ 0! rr (8) 

证 记 有 ;是 有 i 个 元 素 落 入 各 自 禁 区 的 全 排列 之 集合 ,i = 
1,2,-… ,7, 

各 有 一 个 元 系 落 人 入 其 禁区 , 则 剩 下 的 x 一 1 个 元 素 有 (nx 一 1)1 
种 排 法 , 故 至 少 一 个 元 素 落 入 禁区 的 排列 数 为 (n -1)! ri ,有 两 
个 元 紊 落 人 各 上 自 禁 区 时 ,其 余 一 2 个 元 素 有 {xn 一 2)! 种 排 法 , 放 
至 少 两 个 元 聚落 人 各 自 禁 区 的 排列 数 为 (n 一 2)! 7r;, 依 此 类 扒 ， 
于 是 由 容 斥 原理 得 


Q,=1AMNAN EN Al= ni1A,| 
:一 1 


+ IANA PANAN NA 


1 
= nar Dlri ttn 2lrt + ("ri 
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+ (— 1)"r, 

证 毕 ， 

公式 (8) 中 的 x; 怎样 确定 ”现在 就 来 解 沁 这 个 问题 . 

定义 2 设 有 限 集 S$S=|al,a2… ,wu,1 ,进行 禁 位 全 排列 ,在 x 
x 的 棋盘 土 ,o; 的 禁 位 是 第 ; 位 时 , 则 把 第 i ,j 号 方 格 染 成 红 
色 , 所 有 红色 方略 组 成 的 集合 称 为 总 禁 位 区 ,两 两 既 不 同行 也 不 同 
列 的 一 些 格 称 为 独立 格 ; 设 了 为 总 禁 位 区 ,rj( 了 了) 是 把 S$S 中 怡 X 个 
元 素 放 人 总 禁 位 区 ,每 格 至 多 一 个 元 素 , 且 使 它们 占用 独立 格 时 的 
摆 放 方式 的 数目 , 则 称 


R(T)= E00 


为 楚 区 多 项 式 . [|] 
显然 ,禁区 多 项 式 中 x 的 系数 就 是 公式 (8) 中 的 ri; ,i = 1,2， 
“on. 
右 把 总 独立 区 中 某 格 删除 ,得 到 的 剩余 总 独立 区 记 成 五 ,把 
该 格 的 同行 与 同 列 全 删 去 得 到 的 剩余 独立 区 记 成 1,, 则 显然 有 公 
式 
ral)= ritli)+ re.1(12), (9) 
事实 上 , (7) 表 示 删 去 的 方 格 上 不 摆 旗 元素 时 , 个 元 素 在 总 禁 
位 区 占用 独立 格 的 方式 数 ,而 Ci -1{ 了 ) 表 示 其 去 的 格子 上 摆 放 一 
元 素 时 ,二 个 元 素 在 总 禁 位 区 占用 独立 格 的 方式 数 , 由 加 法 原理 得 
公式 (9). 
公式 (9) 告 知 ,可 以 把 x (了) 的 求 取 化 成 小 一 些 的 了 与 1 进 
行 ,这样 当然 有 化 整 为 零 带 来 的 益处 ,因为 逐次 使 用 (9), 可 以 把 
r; (了 站) 的 求 取 变 成 空 集 与 一 格 组 成 的 区 域 荆 的 问题 ,而 且 有 公式 
R(TI)= R(T + R(T Dz. (10) 


R{I) = SC 
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> | py.( 71) tr 1(13) | xt 
上 


一 > reat Tr ‘+ > 2 民有) 


Dj re 2) a 一 3 re (To) rr, 
上 一 Py 
令 色 二 一 1, 则 


2 re_1( 2) re 一 并 rr , 


[i 压 Dn (CI) = = rr 一 


& -站 


人 3 rT ) re 4 于 是 


民 ( 六) 三 SCT 十 x nl Ta 


点 = 


= R(T) 十 RC) 

定义 3 和 着 了 是 总 禁 位 区 ,了 = 
UEND= 0,ij, 有 1 中 的 每 轩 
一 格 与 1 中 的 每 一 格 独立 , 则 称 了 ， aE 


7 天 为 独立 块 . 口 上 
显然 , 若 攻 , 了 ,…, 了 为 独立 ” 
块 , 则 有 公式 


RD = ITRO,) (11) 


例 3 求 图 2.4 中 的 1(1),i= 
1 2334,3,0, 与 了 T 的 是 红包 总 禁区 1 的 格子 ; 且 演 此 禁 位 排 说 
的 总 个 数 ， 
解 T= 111,12,21,22), 1,= 133,43! ,1 =154,56,65,66| 
征 三 个 独立 块 ,其 中 也 表示 第 i 行 第 ; 列 的 那个 格子 ,由 公式 (11) 
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图 2.4 


得 
R(TI)= REIT) XxX R{L YX RT). 
Rs=rH+zD=(CU+xD)+zD 
一 [十 闻 二 27 
=1+x+r+2r(tl+7r)=1+4r+27, 
R(T )=L |+7r=1+2x, 
RD)=r+zrED= (CT I+ .r+ [十 工 ) 
= 站 + rx+ x +t cL lt 
|+.rtrtartlt rjtr(tltr)t+r’ 
二 1+4r + 3.c5， 
于 是 
RTD2ft+4r+2zr2014+2r)f1+47 二 32 
=1+10r+377x :+627 +467* 12r”， 
即 得 
| =10,r2=37,r3=602,74=40.7s=12,rs=0. 
把 7x, 代 人 人 公式 (8) 得 楚 位 排列 的 总 个 数 为 
Qo =6! —10x5! +37X4! 一 62X31 +46x2! -12x 
1! 
=1]116. 
例 4 猪 牛 羊 鸡 厂 猎 恩 排 成 一 路 模 队 ,但 不 许 出 琉 “ 鸡 猫 " 己 
“ 鸡 狗 猫 " 的 连 排 现象 ,共有 几 种 排 法 ? 
解 ” 设 A 是 出 现 “ 鸡 猫 " 连 排 的 事件 , As 是 出 现 " 鸡 狗 猫 连 
排 的 事件 , 则 由 容 扩 原理 得 
AiNA;|=1; 鸡 , 胸 , 猫 , 厂 , 羊 , 猪 , 牛 1| 
-|Ai| -1A2| + 1iAiNA:|, 
而 |A1|=61, ,Az| =51,|Ai 站 mA;| =4!1, 于 是 
[AmA | =71 -5! -6! +4! =4224. 
即 共 有 4224 种 排 法 . 
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习题 二 


1. 赵 钱 孙 地 四 位 教师 分 别 去 讲授 数学 .物理 .化 学 和 英语 四 六 
谋 , 已 知 赵 不 能 教 物理 , 钱 不 会 教 物理 和 化 学 , 孙 不 能 教化 学 和 英 
语 , 李 直 能 教 英语 ,每 位 教师 教 一 门 课 ,每 门 课 都 要 有 信教 , 问 有 册 
种 安排 方案 ? 

2. 对 号 = 1Xat4xat 3xat 2XxalTXaG 进行 全 
排列 ,不许 出 现 stoneatbstnetb ogg, 问 有 几 种 
排列 ? 

3.7 名 司机 开 来 7 辆 汽车 ,第 二 天 , 若 恰 有 两 名 司机 仍 开 原来 
那 辆 车 ,其余 的 司机 都 不 青 开 原 来 的 车 ,有 几 种 可 能 ? 

4. 求 1 到 1000 间 能 被 3,4,5,7 任何 一 个 整除 的 整数 的 个 数 . 

5. 证 明 ， 


半 ni n~-2 nD-3 {—1}” |! 
QD)! + + 

6. 当 且 仅 当 = 是 奇数 ,D, 是 偶数 . 

1 


8.nl =CtnoD, tC(n, DD,_t+Ctn,n)Do,, (Do 
=1). 

9. 一 次 联谊 会 ,7 人 寄存 了 帽子 , 问 下 面 三 种 情形 ,各 有 几 种 
方式 朗 回 他 们 的 帽子 ， 

(1) 没 有 任何 人 得 到 自己 的 帽子 ; 

2) 至 少 有 一 -个 人 得 到 了 自己 的 帽子 ; 

3) 至 少 有 两 个 人 得 到 了 自己 的 帽子 ， 

10. 求 方程 ri +z+2z+dzdi=20 的 满足 1 和 7 和 县 60<TrosS 
7.4sTras8,2< rs6 的 整数 解 的 个 数 . 

i1. 求 满 射 f;X 一 YY 的 个 数 , 其 中 XX 是 nr 个 元 素 的 集合 ,Y 
是 二 个 元 素 的 集合 . 
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2.5 生成 函数 


2.5.1 生成 臣 数 概念 

在 2.4 中 ,为 了 求 得 禁 位 排列 的 个 数 马 ,, 按 公式 

Qn (nan)! 让 二 《和 一 2 二 04 rw 
我 们 需要 求 出 >, ,i 二 1,2,… ,nn ;如 果 按 x; 的 定义 去 确定 7x;, 则 不 
易 找 到 求 取 r; 的 规则 ,看 事 做 事 地 去 确定 ~ 不 是 好 办 法 ,后 来 我 
们 引入 禁 5 区 多 项 式 和 它 的 性 质 公式 REDD) = R{I) + R(1)zx, 则 
有 机械化 的 办 法 把 “大事 化 小 "有 章 可 特地 来 确定 出 x, 了 ;x; 是 
做 为 多 项 式 roz + riz+rz 二 二 rar" 的 系数 的 角色 出 现 的 ， 
或 者 说 r; 是 从 函数 RR(1) 这 个 母体 生成 的 ,我 们 会 头 地 把 ro + 
rirt+t+ 下 二 rr" 称 为 rj 的 生成 明 数 或 母 晴 数 .在 组 合 数学 当中 , 通 
过 一 个 玫 级 数 的 系数 来 确定 未 知 序 列 的 技术 是 最 为 有 效 地 计数 方 
法 之 一 ,事实 上 ,我 们 前 面 讲 出 的 个 元 妆 的 各 种 排列 与 组 合 数 ， 
其 实 就 是 求 与 n a ERN, 所 以 是 确定 满足 茶 种 要 
求 的 序列 a0,al*… ,如 果 能 有 一 种 万 全 之 策 , 设 计 一 个 短 级 


数 > az 而 此 级 数 的 求 得 反而 比 直接 去 求 a 们 更 易于 操作 和 


只 有 某 种 规律 性 ， 岂 不 妙 哉 ! 
定义 1 函数 


F(xr)= > afar) 


叫 司 数列 a0,a;,a2,… ar… 的 生成 轿 数 或 母国 数 ,其 中 (x) (上 
二 0,1,2,…) 称 为 a 的 标志 请 数 , 且 对 于 取 定 的 F(x) 和 不 ,as 是 
唯一 的 . 口 
最 常见 的 情形 是 f(x) = ae ,其 中 a 是 与 #& 有 关 的 已 知 
数 .一 般 我 们 并 不 关心 级 数 (1) 的 收 襄 性 ,因为 我 们 只 是 用 这 种 手 
段 算 出 2,&=0,1,2,… 
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例 1 设计 Ca 0 CC 1 CUP ， z 的 生成 函数 


解 W047 CD 故 (1+ x)” 是 所 求 的 生 
自 国 数 ( 其 标志 国 数 为 x ,i 二 0,1,2,-…,n). 

例 2 求人 ae 叶 ,1 ,1 …:;1，… 的 生成 函数 F(z). 
CB)1,2,3, 一 ,nn 的 生成 明 数 FF,( x). 
(7)1,0,1,0,1,… 的 生成 轴 数 Fy{ )， 
(Ce)1,0,0,1,0,0,1,… 的 生成 函数 F(z ). 
(Bi0,1,4, ,nn ,… 的 生成 隙 数 F(x). 


解 (a)Fi(zr)= Dt 一 了 二 一， 
= 一 
四 | 四 1 
F . 一 机 
| = ” (1— zx) 
(FY}F{tr) = 2 一 一 上 5 
1 一 必 
(sj) Fa(r) = 3 7 一 一 


(8) 由 Exz) = Dr, 红 之 得 


d 1 I+.x 


i oL 2 2 了  。 2 nl ，。 ， 
dz (1 2) 0 ltridrt 十 大 二 


于 是 


之 
| 
| 
上: 
| 
cl 
l 


二 27 二 > kh2rt. 


2.5.2 组 合 数 的 生成 沙 娄 
1) Cln ,上 ) 的 生成 函数 
Ctn ,kk 和 家 面 我 们 已 绎 讲 过 , 它 的 计算 公式 也 已 建立 ,下 面 凡 
生成 晒 数 的 观点 再 讲 一 遍 , 由 定义 ,Ca 大 ) 是 从 集合 S= ta， 
42，"… ,da| 中 提取 个 元 素 组 成 子 集 ,这 种 子 集 的 个 数 ， 
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考虑 乘 法 


(r+ + zx (x te) tt r=1+ar t+ ar + 
二 一 一 


= 一 一 


nT 
十 qn， {2 ) 
左 端 第 ; 个 括号 代表 ai ,其 中 的 x"=1 代表 a, 不 参加 组 合 ,zx 代 
表 a; 参加 组 合 , 于 是 右 端的 x* 表示 有 S 中 的 上 个 元 素 参 加 组 合 ， 
其 系数 as 是 上 个 元 素 组 合 的 各 种 方式 的 个 数 ,所 以 有 ax = Ct， 
下 ) .又 (2) 陈 为 
Fir)={1+7xr)"=i tar wr + or”, 
a 可 由 下 (7z) 的 桥 级 数 展开 得 到 : 
= 
最 后 得 
Cn 有 = nn 2 天 一 下 十 LD) 


F=(lixzr)” 各 Ch) 的 生成 数 ， 

2) 从 S= jecoatu soat oot 达 中 选 r 个 元 素 的 组 合 数 
的 生成 贤 数 

与 上 日 中 思路 相同 ,考虑 Fx) = 


(1+xr+ a +t (lt+w+ wx’ Fe) + + 二) =]+ Bx 


中) 
+ Br ++ Br + ee, (3) 
(3) 式 右 端 x 的 系数 即 为 所 求 的 组 合 数 ,而 (3) 在 端 为 (1 一 x) “ 
= F(z),F(z) 的 震级 数 展开 的 系数 应 = 证 2 和 = Cth+r- 
1,r) ,而 此 系数 正 是 从 S 中 选 r 个 元 素 的 组 合 数 . 

用 母 函 数 法 ,借助 于 微 积 分 中 的 泰勒 级 数 技术 ,可 以 比 2.3 章 
更 轻松 地 算出 可 重复 的 组 合 的 数目 ,FUzr)= (1 一 xz) “ 妈 C(k+r 
一 ， 7 ) 的 生成 昭 数 . 

3) 从 5S= jceatu ooac coatt ii 中选 > 个 元 素 , 且 S$ 中 
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每 个 不 同 的 元 素 至 少 选中 一 次 ,其 组 合 数目 的 母 函 数 (> 之 &). 
学 虑 母 冰 数 


F(xr)=(x + x +t (r+.r + + < 十 ) 
ft 


=(1+ Yrt Yr’ +) rt, (4) 
Flr}= rt(]— .rc) 二 一 < 人 十 YIrt Yr +) 
=x (1—r)}'*, (5) 


按 蜂 级 数 展开 (1 -~ 了 ) 的 系数 y,_;= Cr-1,r-&)=C{r-1， 
一 1) .所 以 所 求 的 组 合 数 是 Cy 一 1,& 一 1). 
4) 从 S= oo0a',coa(,-… ,coat | 中 取 y 个 元 素 , 且 使 Q 
at va 每 个 至 多 出 现 mr 次 ,六 ， [at ett+2 gt 不 
重复 出 现 ;其 组 台数 的 母 函 数 ， 
Pz) (lt ett Mt rt nt) (t+ + ) 
X (LT 十 工区 下士 六) (1l+.r) 
人) 
=(1+rt+t+t x) (1 +x), (6) 
F(z) 的 睁 级 数 中 z 的 系数 即 为 从 S 中 取 + 个 元 素 所 和 要求 的 组 合 
数 , F(x) 是 此 组 合 数 的 母 函 数 . 
例 3 白 球 4 枚 , 黄 球 2 校 , 红 球 2 校 ,从 中 取 5 球 , 几 种 取 法 ? 
解 日 =w, 红 =r, 黄 = y, 则 考 典 母 函 数 
Plr,w, y)= 【十 * 十 | 十 tw 二 ze + ww + vw ) (1 十 十 yy ) 
= py + ?yy + ry + rr? + nw? + yw 
十 re + yw + i, 
其 中 “…" 是 非 5 次 项 ,可 见 取 5 球 有 8 种 取 法 ， 
上 式 的 8 个 5 次 项 每 项 表示 一 种 取 法 ,fi wa ro 表示 取 &1 个 红 
球 , 开 2 个 黄 球 ,3 个 白 球 ,有 二 Ra + 有 =. 


2.5,3 拆 分 自然 数 
把 - -个 自然 数 表 成 若干 个 自然 数 之 和 , 称 为 拆 分 自然 数 ; 不 同 
的 折 分 方式 的 个 数 称 为 此 自然 数 的 拆 分 数 ， 
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例如 6=1+1+1i+l+l+l1=2+1+1+1+1=3+1+1+1 
=4+1+1=5+1=2+2+1]1+1=2+2+2=3+3, 

6 的 拆 分 数 是 8. 

nt 的 拆 分 数 是 把 二 个 无 区 别 的 球 放 人 个 无 区 别 的 找 子 里 ， 
人 多 许 有 的 篇 子 不 放 时 , 装 护 的 方式 数 . 

下 面 用 母 明 数 技术 求 把 自然 数 拆 分 成 满足 各 种 要 求 的 拆 分 
数 . 

由) 把 有 EN 拆 分 成 彼此 相 异 的 部 分 的 拆 分 数 , 要 求 每 部 分 不 
超过 nnEN 

考虑 坪 函 数 

F{x)=(1+ zx)(l + x (+a) (1+ 7"), 

Fx) 展开 成 多 项 式 后 .其 x* 的 系数 即 为 拆 分 成 每 部 分 相 异 且 
组 不 超过 的 拆 分 数 . 

例 4 用 1 克 ,2 死 ,3 克 ,4 克 ,5 克 的 夸 码 各 一 核 , 能 称 出 多 
少 种 搞 量 ? 每 种 质量 各 有 几 种 加 硅 码 的 方法 ”? 

解 令 母 图 数 为 
Flrx}= {1 + rl+ rei) + x + vd4flL + x’) 

= 1}+r+ x +27 + 2xz1i+ dr + r+ dr + 3ri+ 3r? 

十 37t0 十 rll 十 ?7 + rl 十 rl + ri, 

由 4Gz) 的 展开 起 看 出 ,用 这 些 夸 码 可 称 出 于 克 到 15 克 的 15 种 
质量 ,展开 式 中 x*(1 所 所 15) 的 系数 即 克 质 量 加 鞍 码 的 方法 的 
数目 .例如 3z” 表示 8 克 质 量 可 用 了 3 种 方式 称 量 :1+2+5,1+ 3 
十 车 ,3 十 5. 

2) 把 天 EN 拆 分 成 没有 一 部 分 超过 i(L 志 上 的 拆 分 数 

取 母 消 数 

Pir)={1+ rt et) tr tr tn) (lt +t r+ ) 

=[{1— zx)(l- x (lr) zr)] !, 

把 [1 一 {1 一 (一 1) 1 1 进行 蜡 级 数 展开 ,展开 式 中 

x 的 系数 即 为 的 每 部 分 皆 不 超过 ;! 的 拆 分 数 ， 
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例 5 求 各 日 然 数 每 部 分 不 超过 3 的 拆 分 数 . 
解 ” 阳 母 男 数 
F(x)=(1+ rt re te) tr tr tt) + + r+) 
=[(1— x ri) )] l=1+xr+2r + 37r3+ 
4 + 5r TS 二 +，: 
所 以 知 玉 EEN 的 拆 分 数 ( 每 部 分 不 超过 3 时 ) 为 个 ,例如 5 的 每 
部 分 不 超过 3 的 拆 分 数 是 $, 它 的 拆 分 如 下 :2+2+1,1+1+1+1 
+1,1+1+1+2,1+1+3,2+3. 
3) 把 上 EN 拆 分 成 奇数 ,每 部 分 不 超过 22 + 1 时 的 拆 分 数 . 
取 母 孙 数 为 
F(x)={1+zrt+ rt) (1 + rt rt ) (lt+ 
Tl padntl) 4...) 
={(1- x)(l -rl -x1)]), 
把 F(z) 作 舌 级 数 展开 
F(x)=1+talrtar tasar t+ +a" t+:, 
右 亲 六 的 系数 即 为 & 的 拆 分 数 , 且 每 个 拆 分 出 的 部 分 不 超过 2x 
+1. 
例 6 把 目 然 数 拆 分 成 每 部 分 不 超过 5 的 奇数 , 求 拆 分 数 . 
解 ” 取 母 明 数 
Ftz)=[(1—-x)(1l— x )(l- zx )}! 
=1+x+ r+2r 十 274 二 3 二 3z6 十 477 十 7 
+ 
右 端 x* 的 系数 即 & 的 拆 分 数 ,日 每 个 拆 分 出 的 部 分 是 不 超过 5 的 
奇数 ,例如 8 拆 成 5 部 分 是 : 
1+1+1+1+T+LI+1+1.1+1+3+3,1+1+1T1+1T+t+3 3 二， 
l+1+1+t+5., 
4) 把 有 EN 拆 分 成 傅 数 ,每 部 分 不 超过 2m 的 拆 分 数 
取 母 盟 数 为 
Flr)=(1+tx +r tt ret) (T+ r+ rt ) 1+ 
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Tr 
=E+azr taarit' + a r+ 
上 式 右 端 +“ 的 系数 44 即 所 求 的 2& 的 拆 分 数 . 
例 7 求 把 正 偶数 拆 分 成 每 部 分 不 超过 6 的 拆 分 数 . 
F(xr)=[{(1- x )(l— x)(1- x)1! 
一 上 十 十 2z4 十 320 士 4z5 十 
上 式 右 端 xr 于 的 系数 即 2& 的 不 超过 6 的 和 侦 拆 分 数 ; 例 如 6 拆 成 偶 
数 , 日 每 部 分 不 超过 6 拆 分 数 是 3:6,2+4,2+2+2. 
2.5.4 排列 数 的 生成 函数 
由 于 


ed 二 1+ 和 二 条 十 十 有 十 入， (7) 


2 ,27 和 … 视 为 标志 函数 , 则 (7) 式 是 数列 1,1,1,…， 
,… 的 生成 函数 ;一 般 地 ,把 


F(x) = 3 (8) 
称 为 指数 型 生成 图 数 , 即 数列 au,al……a 的 生成 图 数 是 (8) 式 
表达 的 (x). 
例如 我 们 知道 


F(x)=(1+x)" = ce - >》 Pn) 


一 = DP, k) iT 


这 里 的 排列 数 Pln， &) 扮 了 (8) 趟 中 a 的 角色 ， 所 以 (1+x)* 是 
Ptn ,上 &) 的 指数 型 生成 函数 . 
为 了 区 别 于 桥 力 数 1,x ,xz ,…, x”,… 为 标志 半数 的 母 蚂 数 
FI) ,所 以 指数 型 母 消 数 记 成 了 F(x). 
定理 1 从 SQ 一 | pied, paa ts ,ss, pra'e) | 中 取 Fr 个 
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Us 儿 所 元素 的 排列 数 ;的 指数 型 母 函 数 为 
F(z) = (lteter + 洛 ) (9) 


1 


证 把 (9) 式 右 端 展 开 成 医 级 数 (做 多 项 式 乘 法 即 得 ) ,每 项 形 


1 了 i I tT, 
ml m2! zj | ’ 
| ] | 


其 中 0 二 < = pil 二 12 下 令 六 = 二 72 十 十 4; 则 


不 ri x 
Tm! lm! 六 
其 中 一 一 与 + = mi + m2 + …mi 的 拆 分 方式 相对 应 


| 
1 了 了 
从 [1+ x+ 下 + 一 + 光 ) 中 提取 志 全 ,从 (1+ z+ 洒 上 + 于 中 
于, 人 1+z+t 帮 + + 其) 中 提取 和 , 且 一 ,网 


> (10) 


(10) 即 菲 列 数 5, ,rx = 0,1,2,, 2 8. ,证 毕 . 
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例 8 有 一 个 6 位 数 , 它 的 数字 全 属于 11,2,3,4, 引 中 的 数 ,5 
恰 用 1 次 , 且 此 6 位 数 中 有 数字 1, 但 ] 出 现 不 超过 两 次 .2 出 现 不 
超过 1 次 ,3 不 超过 3 次 ,4 出 现 的 次 数 是 偶数 ,这 种 数 共 计 多 少 


小 ? 


解 ”考虑 指数 型 母 函 数 


(! 2! 3 2 4! 
= zz 320. 壮 -下 1290.: 
一 2! 3 7 省 + 51 人 + 


由 1290 于 知 此 种 数 有 1290 个 . 
定理 2 从 S= jcoal,coa 人 ,ooat 中 到 个 元 素 ， 
每 个 元 素 至 少 取出 一 次 的 排列 的 个 数 是 
b,= > TAICCE i) (11) 
证 考虑 指数 型 母 函数 
F(x) = (> Dz) = (et — 1)* 
= 2 (- 1)* CCR, i) er 
= = 之 (- 1 ， 2) (Ss ji | 
一 > 十 > (- 1) CCR, Ei" }r”, 


可 见 所 求 的 排列 数 为 65， = > (1 iC(4, 六 产 , 证 毕 . 
一 申 


201 


习题 三 


1]. 求 数列 0,1,4,…,n?,-… 的 生成 函数 F(z)， 
2. 求 数列 2xX1,3x2,4X3,…,nX(n 一 1)… 的 生成 函数 下 
(x). 


3. 求 0.1,3 0 0 本 … 的 生成 卫 数 F(zx) 


4 的 指数 型 生成 函数 正人 rz)， 

5 用 0 2 4 五 不 数字 可 组 成 多 少 个 大 从 天， 要求 
须 出 现 1 次 ,1 出 现 2 次 或 3 次 ,2 出现 1 次 或 不 出 现 ,3 没有 限 
制 ,4 出 现 奇数 次 . 

6, 令 SS= jioo'eleo'ezycoegycoe4| ,确定 序列 0,41,a,， 
,44 ,的 母 峭 数 ,其 中 e 是 5 的 有 限制 的 = 组 合 数 . 

(1) 每 个 e; 出 现 奇 数 次 ,i = 1,2,3,4. 

(2) 每 个 e 出 更 3 的 倍数 次 . 

(3jei 不 出 现 ,e; 至 名 出 现 1 次 . 

(djel 出 再 1 底 .3 次 或 ie 出 现 2 次 4 次 或 5 次 . 


7 列 定 序 到 11,21 ,31,% 7 一 的 指数 型 生成 函数 . 
3. 今 S= ; po ， ele OO EI OO E41 OO" es | ， 确定 序列 a0 
atrQ29 "tas" 有 国 指 数 型 母 明 数 , 其 中 ao=1, 对 于 =1.2.… 有 有 


(1)a, 等 于 5 的 每 个 元 素 出 现 奇数 次 的 排列 个 数 . 

(2)a, 等 于 S 的 每 个 元 素 至 少 出 现 4 次 的 x 排列 个 数 . 

(3)a, 等 于 nn 排列 个 数 ,其 中 el 至 少 出 现 工 次 ,ez 至 少 出 现 2 
次 ,-… ,es 至 少 出 现 5 次 . 

(4 等 于 nn mo el 荣 多 出 现 1 次 ,es 至 名 出 现 
两 次 ,…' ,es 至 多 出 现 5 


9. 证 明 :(1)1, 广 ,地 ， 人 


nT 

Cj 数列 2 (iTDIG+DI 之 0 | 的 指数 型 生成 
函数 是 二 (er 1), 

10. 记 边 长 都 是 正 整 数 且 周 长 为 & 的 三 角形 个 数 是 ,规定 
to 二 0, 求 证 :序列 jo,t1,…; 志 ,的 生成 谓 数 为 F(x)= x {1 一 
X11 x Il- rl, 

11. 今 有 红 、 黄 、 蓝 所, 紫 村 六 种 球 分 别 为 两 个 ,两 个 ,三 个 ， 
三 个 ,四 个 ,四 个 ,从 中 取 10 只 ,有 几 种 取 法 ? 

12. 有 8 男 5 女 ,从 中 选 拨 不 少 于 2 名 女士 和 偶数 位 男 七 组 成 
一 个 小 组 , 几 种 选 拨 方 式 ? 

13.1 角 .2 和 攻 .8 和 .1 无 的 邮票 炭 出 的 不 同 邮 资 有 和 多少 种 ? 

14.1 充 夸 玛 10 校 ,2 克 夸 码 5 枚 ,4 克 夸 码 2 枚 ,能 称 出 儿 种 
质量 ”各 有 几 种 加 码 方案 ? 

15. 由 100 个 白 球 排 成 一 队 ,用 红 . 绿 , 蓝 三 色 对 每 球 上 色 ,每 
球 一 色 , 但 要 求 辣 色 球 为 偶数 ,有 几 种 着 色 方 式 ? 

16. 10 只 球 放 人 A、B8,C.D 四 只 盒子 ,要 求 A 盒 不 少 于 4 只 
球 ,B 盒 不 多 于 5 只 球 ,C 使 放 偶数 个 球 ,D 盒 任 意 投 放 , 有 多 少 
种 投放 方式 ? 

17. 把 实数 轴 上 的 点 0,1,2,…,n 用 红 , 橙 , 黄 , 绿 ,、 蓝 . 靛 , 紫 7 
种 颜色 每 点 着 一 色 , 且 和 划 求 出 现 偶数 个 红 点 ,偶数 个 接点 . 倡 数 个 
货 点 ,其 余 四 种 颜色 中 有 两 种 是 奇数 个 , 田 两 种 任意 ,有 和 多少 种 着 
色 方 式 ? 

18. 由 0,2,4,6,8 五 个 数字 组 成 的 7 位 数 中 ,0 至 少 出 现 1 
次 ,6 不作 限制 ,但 2 与 4 各 出 现 侦 数 次 ,8 出现 奇 数 次 ,这 种 了 位 
数 有 包 少 ? 

19. 由 0,2,4,6,8 组 成 的 10 位 数 中 ,要 求 0 出 现 恰 2 次 且 不 
邻 ,2 与 4 各 出 现 偶 次 ,6 与 8 不作 限 制 ,这 种 10 位 数 有 和 多少 ? 
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2.6 人 训 归 方程 


2.6.1 递归 方程 的 初 值 问题 

定 光 1] 序列 qoy a ariae G44 一 中 ,已 知 40 = ah， 
ai 二 at- 一 几 -1:9 是 已 知 数 ,=0.1, 开 一 Tics say)， 
和 en 各 项 为 未 知 数 , 又 已 知 大 +1 元 函数 下 ,下 的 定义 城 为 
Ret+L 刚 称 


Gan 一 下 (as len ae 天 (1) 
为 关于 未 知 数 a, 的 阶 递归 方程 . 此 递归 方程 的 初 值 问题 是 指 
(1), 
| a = Gt = 0,1,2,,ko1.[] (2) 


把 2) 及 n= 下 代入 (1) ,通过 下 可 算出 a4; 把 n= 辣 +1 代入 (1) 可 
算出 a441, 把 w=+2 代入 (1) 可 算出 a 4;, 依 此 递 推 ,可 逐次 算 
出 a ,nn 之 .由 此 可 知 初 值 问 题 (1)(2) 的 解 是 存在 唯一 的 . 

例 1 Fibonacai 序列 及 其 递归 方程 . 

解 设 fn) 是 第 = 个 月 开始 时 兔子 的 对 数 , f{1) =1, 车 令 
fF(0)=1, 则 有 (2)= (0) + 了 1), 了 F063)= rr+A2) ,一般 
地 有 递归 方程 的 初 值 阿 题 

fn)= fan-1)+f(n—2),n=2,3,., (3) 
A(0)= f(1)=1. (4) 

例 2 河内 (Hanoi) 塔 问题 的 递归 方程 是 (n+1) =2hk(n) 
+1, 其 中 玉 (n 二 1) 表 示 n +1 个 盘子 从 a 柱 移 圣 - 柱 的 移动 次 
数 . 

证 用 对 x 的 数学 归纳 法 来 证 明 . 

星 然 (0)==0,h(1)=1, 所 以 当 n=00 时 ,公式 ji(n+1)= 
2 有 h(n) 上 1 成立 ;考虑 a 柱 上 有 2 只 盘子 ,h(2)=? 相应 的 动作 必 
然 是 首先 把 e 柱 上 的 小 盘 移 到 5 柱 ,再 把 大 盘 移 到 < 柱 ,第 三 步 把 
bp 柱 工 的 小 盘 移 至 c。 柱 ,所 以 (2)=3=24(1) 二 1. 至 此 归纳 法 起 
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步 完 成 . 

假 没 a 柱 上 有 只 盘子 (4 这 2) 已 有 h(k)=2h( 上 一 1)+1. 阁 
虑 a 柱 上 有 k+1 只 盘子 的 情形 , 暂 把 上 层 卷 只 盘子 利用 * 柱 全 
移 到 5 柱 上 ,由 归纳 法 很 设 , 需 要 移动 h(t&k)=2h(k 一 1)+1 次 ， 
这 时 ,再 把 那 只 最 大 的 盘子 移 到 c 柱 , 最 后 再 用 h(8)=2h(& 一 1) 
+ | 个 动作 把 5 柱 上 的 只 盘子 利用 a 柱 移 至 c 柱 ,前 后 共 移 动 了 
[2R{ER -1)+1]+1+[2a Ck 1)+1)=2a(k) + 1,BA(E+1) = 
2h(k)+ 1, 于 上 毕 ， 

河内 塔 的 递归 右 程 初 什 问题 为 

| 天 《二 1) 三 28(7) 二 |， 7 一 和 ,上 ,之 ， (5) 

[A(0)=0. (6) 

阶 (全 主 1} 递 州 方程 的 初 值 疝 题 需要 个 初 笨 件 , 例 如 (1) 
是 二 阶 方程 , 初 条 件 (2) 有 大 个 初 值 ;(3) 是 2 阶 递归 方程 , 初 条 件 
(4) 右 了 黄 个 初 值 fl0) 与 f(1);(5) 是 一 阶 递 归 方 程 ,只 有 一 个 初 条 
件 (0)=0. 

定 多 2 形 如 {njtearatfnnl})+t+ora{tn 2)+ + eau(n 
-8&)= 8(n) 的 递归 方程 ,其 中 a,(i=1,2,… ,此 ) 是 n 的 已 项 冰 
数 ,a, 关 0,8Cn) 尖 0 是 xn 的 已 知 削 数 , 则 称 此 关于 a(x) 的 递归 方 
程 为 阶 线性 非 齐 次 递归 方程 , 3 人 (x) 三 0 时 , 称 此 递归 方程 为 上 & 
了 渭 线 性 齐 次 递归 方程 .[ 

容易 证 明 , 非 齐 次 线性 递归 方程 的 解 加 上 相应 的 齐 次 线性 如 
归 方 程 的 任何 解 , 仍 为 非 齐 次 线性 递归 方程 的 解 . 

2.5.2 线性 常 系数 递归 方程 的 生成 熙 数 解法 


给 定 线性 营 系 数 递 归 方 程 为 
atnjieaeatn—1})taal(n —2)+ + aa(n 一 点 】 
=- BLn), (7) 


寺中 人 | 人 为 芝 数 ,用 全 了 表示 ca) 我们 的 日 标 是 找到 订 
到 nodalsdr dn 的 圩 明 数 下 (Cr 
Us 


Fr)=aot arr +arx +a rr 十 -一 Sa, 
n= 让 
以 便 由 FE(z) 的 需 级 数 展开 式 之 系数 定 出 递归 方程 的 解 atn)= 
a 为 此 ,用 zx” 乘 方程 (7) 的 两 端 且 求 和 3 


2 (a + Qian-l +t F op a) rT = DB(n) zr”, (8) 
而 看 一 由 


DP ar’ = F(X)— (a0 tar t+ arr” + + Qa-12"  ), 
二 下 
Yar 二 alx|[ F(zr) 一 (a0 十 H]AA 十 "十 2 ]， 


PD jad _2r” 一 go 六 | F(x) 一 (ea 二 a 十 "十 ar_32* ]， 


甲 中 下 外 四 国 晤 和 呈 


Doria. kt 二 af 一 20 |， 
点 


人 auan- en ee 一 ear) 
把 上 面 各 等 式 相 加 得 


ZA(n) "= F(xr)t{l 十 A 十 a 十 …: 十 akze ) 


一 (an 才 好] 衬 十 ner 十 ”十 Qi ) 
一 aff an Tal ds” 十 ""* 十 dg -2d ) x 
一 af an 二 1] 左 古 CD 了 十 *"* 十 CR 3 


TL 明 时 唱 ds 1 1 


于 是 得 好 函数 


FL)= [1+ar ta t+ wz] > Pn) + (ao t+ alx FT a2 


虽 二 点 
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二 :十 Qt  )+ gi{ a + A 二 "十 a tr 
十 {a0 + Ar + + Asa 3 i tao|, (9) 


例 3 求 Fibonacai 数列 . 
解 ” 由 (3)(4) 及 (9) 知 ,8 一 0,a1 一 一 1,a2 二 一 1,k 二 2, 于 是 
Fibonacci 列 的 母 男 数 为 
F(x}=(1—-zr—x) 1 an+er+ealano 过 |]， 
由 初 条 件 ,ao= al=1, 所 以 所 求 之 母 图 数 为 
F(xr)={1—-x—-7x) '， 
把 (1- 工 一 zx) 一 展 成 笑 级 数 ,其 x" 的 系数 为 
n+1 为 十 | 
au 去 (1 3) -3 (10) 
(10) 即 所 求 的 Fibonacci 数列 的 通 项 公式 ,n=0,1,2,…. 
例 4 求 Hanoi 塔 问题 中 的 移 盘 次 数 h(n). 
解 ” 在 (5}(6) 中 ,公式 (9) 中 的 a= 一 2,B(n) 三 1,k&=1, 代 
入 公式 (9) 得 (00),(1),… ,六 Cn),… 的 母 冰 数 为 


Firj=ant art t+ a t+ 


=[1+ ez] ll 2 十 hoj 


- _ x -1 ll 
由 于 ho=0, 故 F(x)-0-z(T2x) 1-2z -zt 


i 
的 攻 级 数 展开 的 x* 的 系数 为 2 -1, 所 以 称 盘 次 数 为 h(n)=2” 
—]. 

例 5 设 x 条 封闭 曲 线 加 在 平面 二 ,任何 两 条 封闭 曲线 恰 交 
于 两 点 , 且 任 三 条 封闭 遇 线 不 交 于 辐 一 点 , 求 这 些 闭 曲线 把 平面 划 
分 成 几 个 区 域 ? 

解 ” 记 a, 是 所 求 的 区 域 数 , 若 n 一 1 条 这 种 闭 上 曲线 已 把 平面 
划分 成 a,_| 个 区 域 ,第 n 条 闭 曲 线 必 与 前 面 的 wn 一 1 条 团 曲 线 相 
交 于 2(n 一 1) 个 点 ,这 2(n 一 1) 个 点 把 第 n 条 财 曲 线 分 割 成 24n 
-1) 段 曲线 段 ,它们 把 原来 a - ;个 区 域 中 的 2Cn 一 1) 个 区 域 划 分 
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成 4(n 一 1) 个 区 域 ,于 是 a,= 4a， 1+2{n 一 1) ,有 和 初 值 问题 
[Dn (11) 
dn 二 22， (12) 
(为 了 满足 ci =2, 人 为 规定 初 条 件 eu= 2. ) 
成 aoalyaz ya 的 母 函 数 为 Flr), Fr)=antarr 
tet oarr tos (L112)F ,a = — 1,k=1,B(tn)=2(n -1), 
代 人 公式 (9) 得 


F(xr)=( (= x) [> 2(n 1) r+ a | 
of Be De 
PA )12] (=2) 
= -zx)"'|27:(O 7) +2 


_ 2 
(1- ry 1 
FT 的 蜡 级 数 展 开 式 中 zr" 系数 是 
a = n(n -1)+2,n=0,1,2,... 
2.6.3 贡 系 数 线性 齐 次 递归 方程 的 特征 值 解法 
定义 3 对 于 常 系数 齐 次 线性 递归 方程 
atn)jtaraln -1)+t+aa(n~2) + + oaln -Ek)=0,(13) 
方程 
+a lorrt 2+ “二 a 三 0 (14) 
称 为 递归 方程 (13) 的 特征 方程 ,特征 方程 的 根 称 为 (13) 的 特征 根 
或 特征 值 . 癌 ] 
1) 特 征 值 是 个 相 异 实数 的 情形 
设 (14) 有 根 441,42,…, AER, 目 天 和, 1Si < jk. 
定理 1 设 A1<42<…<4 是 上 个 实 特征 值 , 则 (13) 的 通 解 
为 
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@ 二 CC 十 canha 十 十 CE (15) 
证 由 于 4;(i=1,2,…, 大 ) 是 (14) 的 根 ,所 雇 好 满足 (13)， 
又 13 是 线性 齐 次 方程 ,所 以 解 的 线性 组 合 (15) 仍 是 4137) 的 解 . 下 
面 证明 对 任 给 的 初 值 at0) = borall) = bl, 【上 一直 = pr- 1， 
险 一 确定 的 特 解 z(n) ,上 存在 唯一 帘 数 c]1 ,563,… ,cs ,使 得 
a(n)= Yaar. 
事实 上 .由 a(n) 的 初 条 件 得 
| ee bons 《<(15) 中 n= 人 0) 

ciAlt caAzt "+ cease=b, (n=1) (16) 


(16) 的 系数 阵 的 行列 式 是 范 德 壹 行列 式 , 所 以 (16) 有 唯一 解 51， 
c2，… 5p: 吉 (15) 是 通 解 ,证 举 . 

例如 Fibonacei 列 , f(a) 二 Fn 一 1)+ fn 一 2),n=2,3,"， 
它 的 特征 方程 为 


A 一 A 一 1=0，, 
特征 根 为 4, = 1 ,= 上 ,所 以 通 解 是 
人 +wS 1-y51 
fn = alt) +ollsS), 07) 


由 初 条 件 ”了 (0)= (1)= | 代入 (7) 得 


| 
je 与 引 ， 


解 得 <, 一 卡 ! ,c= -上 二 二 字 3 ,于 是 得 人 
1 1 +5 +1 | YS 
FOOD= 直 (3 一直 (3 
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这 种 特征 解法 比 前 面 的 母 函数 法 简洁 ， 

2) 特 征 值 丝 实数 但 有 重 根 的 情形 . 

定理 2 Mi 二 12 坪 13 所 … 和 < 是 实 特 征 值 , 重 数 分 别 为 n， 
Hs Ty 3 一 , 则 (13》 的 遗 解 为 

a{n) 一 (ec 所 十 cin 十 :十 CH nn ) A 


十 (cf 十 cn 十 ter 十 co 天 2 | a9 十 


+ (Ot eb ate te a. (18) 
定理 2 的 证 明 与 定理 1 相似 ,此 处 不 必 写 了 . 
例 6 Sp =? 


解 令 2 2 = a(n), 则 有 


CT) 一 人 (有 一 划一 和 CQ 人 (一 一 (一 22) 一 (1)2 
[Let 一 az-Fet-i-aetz — 2)] 
= aln) -2a{tn -1)+altn—2) 
= 2n~-1, 
atn~1)-2atn -2)+a(n -3)= 2(n 一 1 一 工 ， 
[atn)—2a(n—1}+a(n -2)]-— [a{n—1)—2a(n -2}+ 
atn—3)]=2, 
凤 
aln)-3atn-1)+3a(n -2)—a(n—3)=2, 
aln-1)—-3a(n—2)+3a(n—3})-af{n 一 4 三 2， 
最 后 得 常 系数 线性 齐 次 递归 方程 
atn}j—datn—1l)+6a(n—2)~4a(n -3)+a{tn—4)=0, 
特征 方程 为 
A -44 +642 一 44+1= (一 1)4=0， 
= 和 = 和 = 二 | 
通 解 为 
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a(n)= (ctentcan’ + can )1” ,nd4. 
a(0)=a(1)=1,a(2)=5,a(3)=14, 于 是 有 

cl 三 1， 

cl+ est est esa=1, 

cl +2c3+ dcat+ Bcd= 3, 

clit SctOcst+2ica=14. 
解 得 ”ci 一 0,c2= 止 ,cs= 少 ,ca= 吉 , 喜 

C1 £2 6 ?3 D7 ? 村 和 

D> ?+ = n(n + 1)(2n +1). 

对 于 非 齐 次 项 8(n) 为 多 项 式 的 情形 ,可 以 利用 减法 化 成 齐 
次 线性 方程 ,事实 上 ， 

altn}j+t+aa(n—1)+ + axa(n—-k)= (tn), 

atn—-l)+aa{tn—2)+. -+oma(ln—k—1)= Bn -1), 
这 两 式 相 减 得 递归 方程 

altn)tBaltn-l)+t+faltn—2)+ thraltn ~ (E+1)) 

=r(n), 
其 中 x(n) 是 比 8(n) 次 数 低 一 钦 的 多 项 式 , 逐 次 利用 这 种 相 碱 技 
术 , 可 使 右 端 非 齐 次 项 变 成 零 次 多 项 式 , 即 常数 ,再 用 一 次 减法 技 
术 , 则 得 到 线性 齐 次 递归 方程 . 

3) 特 征 根 中 有 复数 的 情形 

若 A 与 4 是 两 个 共 斩 复 数 , 设 4; = p({cos8 + isin8), 则 在 公 
式 (15) 或 (18) 的 7 与 九 处 分 别 用 其 实 部 p"cosn9 和 虚 部 p'sin6 
代入 即 可 . 

例 7 求解 初 值 问 题 

dn dn-] Un -2? 
| (19) 


a =l,a7=0, 


解 ” 特 征 上 方程 为 4* 一 A 二 1=0,A1= 


y 3 ， 
到, =cos 3 + isin 3 ,于 是 通 解 为 


i = CCOS 一 人 + cosin Te 


3 ， 
由 初 条 件 得 
1- = clcos 3 + c2sin n 全 
| cio0s SE + casin 和 
解 得 ci=1， = 守 , 最 后 得 初 值 问题 (19) 的 解 为 ,= cos 学 + 
y3. A 
3 Mn 3 ， 


2.6.4 第 系数 线性 非 齐 次 递归 方程 的 解 

首 移 用 某 种 方法 得 出 常 系数 线性 非 齐 次 递归 方程 的 一 个 特 
解 , 青 求 相应 的 齐 次 方程 的 通 解 , 两 者 相 加 , 即 得 非 齐 次 方程 的 通 
解 . 

例如 Hanci 塔 问题 ,h(n)=28h(n- 1)+1,h(1)=1. 相 应 的 
并 次 方程 特征 方程 为 4 一 2=0,4=2; 于 是 上 (nrn)=2h(n 一 1) 的 通 
解 为 

h{tn)}= ce2", 
由 观 黎 法 得 到 tn)=24(n 一 1)+1 的 一 个 特 解 h(n)= -上 于 
古 h(n)=2h(n 一 1)+1 的 通 解 为 
hlan)=e2"—1, 

由 初 条 件 (1)=1, 得 c=1, 最 后 得 解 h{n)=2* 一 

2.6.5 递归 方程 的 其 它 解法 

]) 用 母 果 数 求 谈 系 数 线 性 递归 方程 的 解 

变 系 数 线性 递归 方程 一 般 很 难 求解 ,但 对 其 中 某 些 特殊 类 型 
的 方程 ,经 适当 的 递 推 变形 ,运用 生成 晒 数 方法 ,下 以 求 得 初 值 问 
是 的 解 . 兹 举例 说 明 如 下 . 
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错位 排列 个 数 DD, = ? 


错位 排列 个 数 DD, 满足 线性 2 阶 变 系 数 齐 次 递归 方程 的 初 值 


问题 
有 
[Dn = 1,D:=0. 


递 推 变形 如 下 : 
D,= tn- 1) (D1+D,-2), 
D,— nD,_ = -iD, 1— Cn— 1D,..2| 


=(—1)° [D2—(n—2)D,-3] 
= 1) (D-DDo)=(—1)". 
即 得 
万 ,一 1D， 1=( 人 一 1 
设 !(20) 定 交 的 序列 P0, 厂 | ,Pa 也, 的 母国 数 为 


< 
F(z) =Dot+ Dr+ DD, -1 十 … 十 DT + 


一 Ee, 
= ] 1 2 Dn > 
天 一 由 " 


把 (20) 式 两 端 乘 以 全 再 求 > 得 


pr 3 4 
2 Du 7 一 2 nD Int 人- 1) > ， 


SD, = F(z) -1 


于 中 -1 


于 是 得 


Fitrij—-l=xrF(r}jte "—1ir— l(tr)=—e ", 


PE rr 


F(x)= 二 (1-x+ 关 -新 1 | 


Flr) -1+(te* -1+2z). 


(20) 


(21) 
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2 3 
一 2 ,,. nn 
+ 本 
十 …) 


上 式 右 端 两 个 级 数 乘 后 展开 成 需 级 数 , 瑟 的 系数 为 


(1-1+ 者 -者 + 让 ~…+ 1 一 1)” jan!, 所 以 错位 排列 的 个 数 


D.=x! (7+ 吝 - 谭 + +-D" 沁 ) 
2) 用 向 初 值 递 推 法 求 递归 方程 的 解 
求解 a = 下 (en -es -aaw-ez), 右 端的 aa 用 下 
(an 2 31 人 本 一 直 1 天下) 代 人 ,ay 用 责 (e ae 
Gx-k-2:7 一 2) 代 入 , 依 此 逐次 把 递归 方程 中 的 wn 减 小 1 再 代入 
方程 a, = F 的 右 端 ,最 后 得 到 a, 被 初 值 所 表达 的 式 子 . 
例 8 求解 初 值 问题 
a(n)=(4n~6)a{n -1), 
atl)=1, 
解 由 于 a(n)= (4n 一 6)a(n 一 1), 于 是 
atn)= (dn—6)a(n—1) 
=(4n-6)[4(nx—1)-6]Jatn—2) 
= (dn -6)(4n -10)(4n —14)a{tn—3) 
= {dn -6)(4n—10)(4n 一 14)(47 — 18)-…6.2a(1) 
=2"° [1 x3x5xX. x (2n—3)] 
2" 1(2n 一 2)| 
2X4XOXu x (2n 6) (2n 4)(2n 一 2) 


= 1Ct{2an —2,n—1) 
=nlC{tn~m-1). 
可 见 此 初 值 问题 的 解 是 Catalan 数 Cn 一 1 的 41 信 . 
由 此 和 神 方法 可 以 证 明 初 值 问题 
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和 = 一 (47 67)h, 
h{(2)=1 
的 解 是 Catalan 数 h(n 十 1) = = C(2 -2,.n—1)= Cin 
1). 
2.6.6 Stirling 数 
下 面 介绍 一 种 很 有 用 的 二 维 递归 序列 . 
定义 4 把 ”元 素 合 划分 成 非 空 的 产 个 子 集 的 划分 方式 数 
目 记 成 SGn,m), 称 S(n,m) 为 (第 二 类 )Stirling 数 .,[] 
由 定义 可 知 一 些 平凡 的 Stirling 数 : 
Sn,0)=00n1),S(n,1)=1,S(n,n)=1, 
Stn,m}=0(m>n), Sn,n -1)= Cn,2), 


Sn T2211 Sntik)= Men isk -1), 


下 面 建立 S{n ,rm ) 的 递归 公式 . 

定理 3 n>1,m 之 1 时 有 递 妇 公式 

S{n,m)=mSstan—l,m)t+ s(n-1,m— 1). (12) 

证 设 有 nn 元 集 台 上 & = 1a1;a2… ,an1 ,把 AA 划分 成 mm 个 非 
空子 集 , 这 些 子 集 组 成 的 集合 为 |Ai,A2,… ,Am1 ,AiCA,i=1， 
2,… ,7 , 任 取 一 元 素 aeEA. 

(1 yA1= {as1. 这 时 划分 方式 有 SCn 一 1,m ~1) 种 . 

(Ciel 人 1A1, AAA 只 能 是 先 把 A 一 1axi (之 中 有 
4x 一 1 个 元 素 ) 划 分 成 非 空 的 mm 个 子 集 , 由 定义 ,共有 Sa 一 1， 
mm) 种 划分 方式 ;然后 把 a 放 入 其 中 任 一 子 集 ,as 有 mm 种 放 法 ,可 
见 ( i ) 情 形 的 划分 方式 总 数 为 mxStn 一 1 mm). 

由 加 法 原理 得 知 (12) 式 成 并 ,证 第. 

对 于 Sln,m) 反 复 使 用 公式 (12), 可 使 等 式 右 端的 阔 数 
S(:,') 的 自 变 量 逐 次 变 小 ,以 至 于 变 成 其 函数 值 已 知 的 平 几 情 
形 , 从 而 算出 Stn ,zm) 的 值 . 
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例 9 把 10 个 颜色 各 异 的 球 装 人 8 从 一 模 一 样 的 瓶子 ,不 许 
有 空 瓶 ， 问 有 多 少 种 装 拓 方式 ? 
解 ”此 题 意 在 求 S(10,8). 
S(10,8) =8S(9,8) + S(9,7) 
=8C(9,2)+75(8,7) + S(8,6) 
A288 tT IC(8,2)+65(7,6)+ 5S(7,5) 
-288+ 1906+ 126 + 55(6,5)+ S(6,4) 
=085 + 45(5,4) + S(5,3) 
一 72S+3S(4,3) + S{4,2) 
=743+ (23—1)=750. 


习题 四 


1. 求 初 值 问题 的 解 . 
| Hh =2H, -1+ H, 2 2H, .3,7 =3,4,. 
[Ho=1,H,=2,H,=3. 
2. 求解 初 值 问题 ， 
H,=6H,-1 -9H,_2,n=2,3,4,.…: 
1 
3. 茶 大 学 20 名 数学 专业 大 学 毕业 生 , 分 配 到 10 个 4 去 工作 ,每 
省 至 少 分 去 一 人 , 且 各 省 的 工作 条 件 无 差异 ， 问 有 几 种 分 配方 案 ? 
4. 说 A(0), 了 (1) ,FF(2),… 是 Fibonaeei 列 , 试 写 出 下 列 各 个 和 
式 的 结果 : 
(DD FOD + FC3) + fl27n 1). 
(27 FO0) + fF(2) + e+ fl2n). 
DUAOP IEADE+:+ [f(a)T. 
(4 FOO + FCI) + + Fn). 
5. 求 解 初 值 问题 . 
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[和 和 n+3,n=1,2 
[ho=2 

和 + n,n=1,2,." 
\ho=0. 


6. 求解 初 值 问题 
[ha=(n +2)h, 1 =1,2, 
[hn0=2. 
[ha 2h%-1=1,n=1,2," 
(2) 4 2 
7. 求 解 补 值 问 题 ， 
1 Mas 1 dn 1 =2 R=] ,2 


an=1], 


(1) 


8. 求 和 ;(1) Dk, Op (3) Ya, OIC -1). 
9. 平 面 上 有 7 条 直线 和 一 个 图 ， 每 条 直线 萤 与 其 它 直线 交 于 
该 圆 内 ,和 且 无 三 直线 共 点 , 间 贺 被 这 些 直线 分 成 多 少 区 域 ? 
10. x 位 二 进 制 数 最 后 三 位 出 现 010 者 的 个 数 是 多 少 ? 
11. 证 明 ;Stirling 数 SC 满足 公式 
Stnt+l1,m)= > ‘Cla, RjStE,n — 1). 
12 从 工 到 ， 的 自然 数 中 选 上 个 相 异 且 不 相 邻 的 自然 孝 . 有 
多 少 种 选 法 ? 
13. 求 解 递归 方程 组 : 
Hrs+l Ht y= nn, 
dn t+ 2 11 Uv, =2, 失 二 ,之 
rn 二 vn=1]. 


14 .求解 递归 方程 给， 
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人 b, .1， 
b= 1+a,_1, A 二 2 3, 
a =8,p=1. 
15. 由 ab:c 宇 字 母 组 成 的 长 为 n 的 字 中 ,禁止 两 个 a 相 邻 ， 
求 这 种 字 的 个 数 . 
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第 三 篇 ”代数 与 计数 


这 里 窟 的 代数 二 字 是 代数 系统 或 代数 结构 之 简称 . 主要 内 容 
是 群 . 环 . 域 ,由 于 它们 极其 抽象 和 现代 科学 思想 的 含量 高 ,所 以 也 
把 这 些 代 数 内 容 称 为 抽象 代数 或 近世 代数 ,当然 , 它 的 源头 既 不 十 
分 深奥 也 不 那么 抽象 ,只 是 算术 中 实数 范围 四 则 运算 或 线性 代数 
与 微 积 分 当中 一 些 具体 集合 之 上 的 特殊 运算 的 共性 ,但 当 它 准确 
地 概括 了 这 些 十 典 的 ,大 部 分 是 初等 的 运算 的 本 质 之 后 , 则 获得 了 
一 种 神奇 的 抽象 力量 ,被 广泛 而 有 效 地 应 用 于 数学 科学 内 部 各 分 
交 和 物理 学 、 化 学 等 物质 科学 时 ,尤其 突出 的 是 它 用 于 离散 数学 的 
方方面面 之 后 , 收 到 了 令 人 惊喜 的 成 果 !1 例如 用 群 的 理论 解决 知 
种 计数 问题 ,用 域 的 理论 解决 区 组 计 设 等 等 . 

曾 于 本 书 的 定位 ,我 们 只 简 覆 地 介绍 代数 系统 的 基本 概念 和 
必要 的 定理 ,对 于 计数 的 内 容 则 作 了 较 细 的 讨论 ,同时 介绍 了 图 从 
数 的 一 些 内 容 . 


3.1 代数 系统 及 其 性 质 


3.1.1 代数 系统 的 定义 
定义 1 已 知 集合 S 关 线 , 和 在 存在 瞎 射 f:S XSX…… x 号 = 
S" 一 3, 则 称 了 是 集合 S 上 的 2 元 运算 ,nEN. 
若 六 是 S 上 的 nn, 元 运算 ,i ==1,2,…,m, 则 由 S 及 其 上 的 运 
算 记 ,所 ,…, ,构成 的 一 个 数学 模型 称 为 一 个 代数 结构 , 记 作 
CS,f1 ,12 fn? 
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值得 注意 的 第 上 述 运算 是 泛 指 有 一 定之 规 的 数学 操作 ,不 --- 


定 只 是 + 、- 、x 或 上 二 等 行为 ,但 我 们 有 时 仍然 习惯 地 称 其 
为 加 法 或 乘法 ,这 是 一 种 借 喻 式 的 称呼 ,分 别 用 由 ,名 等 符号 来 表 
达 这 种 广 立 的 加 法 与 乘法 ， 

本 彤 重点 讨论 二 元 运算 , 若 不 声明 ,运算 即 指 二 元 运算 ， 

例如 *R, + ,-- ,xy,N, + 就 是 两 个 代数 结构 ,之 中 的 运算 
是 二 元 运算 ,而 <R, + , ~ ,Xx ,二 就 不 是 代数 结构 ,因为 二 在 有 中 
不 是 总 能 行 得 通 . 

定 光 2 在 代数 系统 (S, 的 ) 中 ,eES, 人 是 2 元 运算 ,对 任 取 
的 a€5, 总 有 al9e = el9a 二 a, 则 称 e 是 45, 的 ) 的 单位 元 ; 若 任 
取 a 5S, 则 存在 a E55, 使 得 a Oa = aa =e, 则 称 a' 是 4 的 
TG. | 

例如 在 tR,+) 中 避 是 单位 元 , ¥YxER, 一 x 是 x 的 逆 元 ,而 在 
(R,x ) 中 1 是 单位 元 ,xER,x 了 0 时 ,其 逆 元 是 二 ,zx =0 无 逆 元 ， 

定理 1 《S ,多 ?的 单位 元 不 多 于 ] 个. 

证 者 4S,o9); 有 两 个 单位 元 e,e ,由 定义 ,YzxES, 则 有 

(Ce 二 全 ， 【 工 ) 
€ CIr= x. {2) 

由 > 的 任意 性 ,在 (1 中 二 用 e 代 大 ,人 2) 中 的 了 用 se 代 大 , 则 

得 
e Ce=e ,ee Ce=e, 

于 是 得 e = e .证 毕 . 

定义 3 在 代数 系统 *S,G9) 中 ,enES, 的 是 2 元 运算 ,对 任 
取 时 aa 和 SS, 总 有 ea = a 的 eo = ev, 则 称 eo 是 Se 中 的 零 趣 ， 

与 定理 ] 相似 地 可 以 证 明 下 面 定理 . 

定理 2 《‘S, 的 ) 的 零 元 不 多 于 1 个 . 

例如 (RR, x ) 中 的 零 元 唯一 地 是 零 . 

《R, + ;无 零 元 ,但 零 是 (月, + 的 瞧 : -单位 元 ,可 见 单位 元 一 
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间 的 “单位 "已 失去 实数 1 的 普通 合 义 . 

又 例如 约定 min 表示 N 中 两 数 取 其 小 者 的 二 元 运算 , 则 实数 
1 是 4N,min) 的 零 元 ,可 见 零 元 一 词 中 的 “ 零 " 字 已 失去 实数 零 的 合 
闵 ， 

定理 3 代数 系统 (S,069) 中 ,者 的 满足 结合 律 , 且 有 单位 元 

e, 则 S 每 一 元 紊 的 逆 元 最 多 1 个 . 

证 贡 了 ES, 量 zy 与 zz 篆 > 的 道 元 , 则 

| Orr | 一 (x I rx) ry l = ECOr2 一 之 了 

TI rr 一 ZTCzCOr )= +7 Oe= zi !, 
可 见 x7 = x3 1 ,证 毕 ， 

3.1.2 代数 系统 的 同 构 和 同 态 

定义 4 给 定 两 个 代数 系统 (A ,由 ) 与 (8 ,的 ) ,中 与 的 都 是 二 
斤 运 算 , 且 存在 双 射 

ff:A—B, 
俩 得 Yal,asb 忆 六 ,成 立 
flalaz) = fa fa), 

则 称 4 A , 申 ) 与 ‘.B, 的 ) 同 构 , 记 作 ¢A ,由 ?天 (日 的) 

位 如 (10,11, 外 ?定义 为 由 是 mod2 意 关 下 的 求 和 ,而 《i 羊 ， 
席 | ,的 ) 定 义 为 羊 外 羊 = 羊 , 羊 名 席 = 虎 @ 羊 = 虎 , 虎 罗 虎 = 羊 , 则 
这 两 个 代数 系统 同 构 , 《i0,1| ,也 ) 呈 (i 羊 , 虎 | ,加 )( 虎 多 虎 = 羊 的 
舍 关 是 虎 只 和 虎 在 一 起 ,没有 食物 ,都 变 成 了 无 力 绵羊 ); 事 实 上 ， 
给 羊 与 虎 分 别 编码 0 与 1 郎 知 这 两 个 代数 系统 的 同 构 性 . 

定理 4 和 \A ,由 )224S ,多 ) 4 ,中 ) 有 结合 律 , 则 <B, 人 的) 也 
有 结合 律 ， 

证 由 于 44 ,中 ) 罕 (8 的 ,考虑 定义 4 中 的 同 枸 映射 了 ， 
V 5353E 首 ,可 以 找到 aazyasEA, 合 得 f(a;)= 65,i=1,， 
2,3. 且 由 算 义 庆 

faDlata)) = f(a DW Fa Ba) = fa) Fu 
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Flan) = B10 (00863), (1) 
男 一 方面 又 有 
Fa 由 az 由 as) = f(aDa) OF a = (F(a) Fa)) 
CAF (a3) = (bh10062) C905. (2) 
由 于 《有 A, 中) 中 有 结合 律 , 所 以 a 中 (as 虽 a3) = (al 由 ao) 中 
a3, 由 (1) 与 (2) 得 509(620983) = {51 的 63) 的 53, 邯 <B, 抱 ) 满 足 
结合 律 ,证 毕 . 
定义 4 可 以 推广 到 (4, 中 1, ,… ,中 :7 尘 (B,091,06%,…， 
609,) ,含义 是 存在 一 个 双 射 f: A 一 B, 使 得 Ya,,as 全 A, 成 立 了 
(ai 四 oa = fad a),i=1,2,.,n. 
定理 5 着, 由 1; 由 小 妾 (B89,8%%) 中, 由) 满足 分 
卫 律 , 则 《B,C91 ,092) 也 满足 分 配 律 . 
分 配 律 是 指 : Ya,sb,cteA, 在 (A ,二 ,由 中 
fi 名 对 局 ; 的 左 分 配 律 ;:a 虽 (bbc) = (a 中 565) (a 
(由 ic 
(0 由 对 的 , 的 右 分 配 律 :(5 中 ce) 由 ia = 15 由 ia 中 (ec 
1a): 
(ii) 由: 对 由 | 的 左 分 配 律 :a (5c) = (a pI {a 
hc); 
(iv) i 对 由 的 右 分配 律 :1 由 ic) 中 :aa = (ba 名 1(e 
中 :a). 
定理 $ 的 证 明 可 由 定义 直接 导出 ,此 处 从 略 . 
容易 证 明 , 若 (AA, 外) 旦 (B ,的 ) ,代数 系统 44 ,四 )》 中 有 交换 
律 ,如 代数 系统 4B,e9 ;中 也 有 交换 律 ;<A ,中 ;有 单位 元 , 则 (8B， 
Gy 也 有 单位 元 ;4 中) 有 零 元 , 则 !, 的 ?中 也 有 零 元 ;(4 ,由 ，》 
中 的 元 率 有 道 元 , 则 $B ,8 人) 中 元 素 也 有 逆 元 . 
两 个 代数 系统 是 同 构 的 , 则 可 以 通过 代 换 元 素 和 名字 和 运算 符 ， 
从 一 个 系统 的 运算 结果 得 到 另 一 系统 的 运算 结果 ,一 个 系统 的 结 
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果 在 男 一 个 系统 中 有 等 价 的 理解 ,两 个 同 构 的 代数 系统 ,区别 仅 私 
是 双方 元 素 与 运算 的 标志 不 问 ,防震 的 数学 绩 均 是 宛 全 一 致 的 ， 

定理 6 代数 系统 之 间 的 同 构 关系 是 等 价 关 系 . 

证 设 iA ,中 BC: 的 ) 是 三 个 代数 系统 . 

由 于 (4 ,中 ) 宇 (4 ,由 ) ,所 以 同 构 关系 旦 是 自 反 的 . 

下 证 空 是 对 称 的 , 即 如 果 (4 ,中 4 的) , 则 (人 BSA， 
四) . 匠 (4 ,和 中) 于 全 ,的 ,由 定义 ,存在 -个 双 射 ;及 一 B, 使 得 
Yaiyeay 台 有 ,成立 

Falltias)= FaegFaay， (1) 

出 于 了 存在 道 映射 ':B->A, 使 得 了 1p)=a1, 了 了 !(b2) 

= oa, 其 中 本 = Pa,a= 了 (a2), 于 是 


alDas= fF (PD (6,), {2) 
男 一 上 方面 又 有 
artaz= ff (F(atta)) 
= "(f(a Ff a) = (50952)， (3) 
出 {2) 与 (3) 得 
FOOD (b= (hby), (4) 


由 a1,42 的 任意 性 及 了 的 --… 对 应 性 知 f :是 从 5B 到 有 A 的 同 构 
映射 《BPB ,80) 电 (4A, 中). 

最 后 证 空 的 传递 性 , 即 4A ,由 ) 宇 (B,80) ,4B ,0) 旺 (C, 的 )， 
则 4A ,SC 的) 

事实 上 , 由 《4 ,中 ) 守 4B, 的 ), 即 存在 双 射 了 4 一 日 , 司 得 
YaiyvasEA ,成 立 


Faitas) = F(a) fa); (5) 
由 $B ,89) 鱼 (人 ,69), 即 存在 双 冉 g: BC, 使 得 Yb ,52EB, 成 
a 

gfbieoao) = g(b eGg( hb). (6) 


令 玉 = gof, 则 廊 是 从 A 到 C 的 双 射 :h: A 一 CC， 
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h(alDar)= gof(ata) = g (fa fa)) 
=g(f(a) eg( f(a2)) 
. =h(al)edh {as), 

即 (A, 中) 竺 (C ,89), 证 毕 . 

定义 5 设 \4 ,中 ) 与 《8 ,出 ) 是 两 个 代数 系统 ,中 与 鬼才 二 元 
运算 , 洲 存 在 映射 六 4 一 忆 , 司 得 YaltyaoE 4, 此 有 

faas)= FiatdY Flas), 

则 称 \A ,中 /与 人 9) 同 态 :了 是 从 4 由) 到 人 ,的 /的 同 态 
映射 , 记 成 4A ,和 引 DC24， 的 六 

同 构 是 网 态 的 特殊 情形 . 

根据 同 态 映射 是 满 射 还 是 单 射 ,分 别称 其 为 满 同 态 和 单 同 
态 映 映 . 既 满 又 单 的 同 态 映射 由 为 同 攀 上 映射 .与 同 构 相 人 世 的 , 岂 态 
的 概念 可 以 推广 成 <A ,多 二 有 CC ,C087， 
其 中 由, 与 CO; 宵 二 元 运算 ,多 运算 的 同 态 定义 为 :对 i = 1,2， 
a .下 ,存在 映射 f: A 一 BB, 使 得 对 Yal,az 人 A, 轴 有 f(a 
Das) = RancoiF az)， 

从 定 六 出 发 ,可 以 证 明 下 列 定 理 . 

定理 7 着 (A ,中 ;0348 ,9;), 则 

{让 着 tA ,中 ;有 结合 律 , 则 (B, 鸣 有 结合 律 . 

( 门 车‘ 有 A, 中 ?有 分 配 律 , 则 4B,69》 有 分 配 律 . 

定理 8 若 (4, 由 ,中 )cD( 的 1 的) 又 (4 由 中》 有 
中 对 中 的 左 ( 右 ) 分 配 律 , 则 <B, 的 |, 的 ,有 的 | 对 的 , 的 左 ( 右 ) 
分 配 律 . 

值得 小 心 的 是 ,局 态 没 有 对 称 性 ,只 是 单 向 的 ,所 以 4A ,由 co 
了 ,eeo 时 《了 有 的 人 性质 《4 ,中 未 党 具 备 .与 同 构 不 同 ,对 于 
同 态 ,一 般 只 能 从 2A, 外) 的 性 质 得 知 {B, 的 ) 有 该 性 质 ,反之 则 不 
一 是 为 其 . 
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3,2 和 群 . 环 , 域 


3.3.1 群 

定 尽 1 在 代数 系统 4S, 中 ) 中 ,也 是 二 元 运算 ,有 (S$S, 中 》 上 
有 结合 律 (可 群 ), 则 称 *S, 中 ;是 一 个 半 群 ,如 果 (S, 中 ) 上 还 有 交 
换 律 , 则 称 4S ,中 ) 是 交换 灶 群 .车 ‘5, 由) 是 半 群 , 《Si, 中 ) 也 是 
群 , 旦 SI 所 S, 则 称 4S1 ,向 是 4S ,由 ) 的 子 半 群 . 吕 

定义 2 So 是 一 个 半 群 ,存在 一 个 元 索 eE 3, 使 得 对 
YbES, 可 以 找到 nN, 上 成 立 ?7 eae oa = a", 则 称 


“SS, 的 ) 是 循环 半 群 ,a 砍 为 此 循环 半 群 的 生 站 元 图 

例如 4N, 二 +》 是 以 1 为 生成 元 的 循环 半 焙 . 

容易 证 明 ,循环 半 群 一 定 是 交换 半 群 . 

半 群 有 的 是 合 勾 (单位 元 ) 半 群 , 有 的 不 是 .例如 <N, x) 是 合 
双 半 群 , 乏 元 是 1: 而 (EE , x ) 是 不 含义 半 群 ,其 中 EE, 是 正 偶数 集 


A 
口 . 


定 闵 3 代数 系统 4 人 ,中 中 有 结合 律 , 有 公元 素 , 每 个 元 素 
有 逆 元 豆 , 则 称 46G ,中 /是 一 个 群 . 群 *CG ,中 /中 有 奖 换 律 时 , 称 之 
为 阿山 泵 群 (交换 群 ). 1G1< co 时 , 称 群 台 ,由 为 有 限 群 ,否则 为 
无 限 群 ,1G | 称 为 群 4G, 岂 ) 的 阶 数 . 关 日生 GG ,日 关 人 名 ,《G ,中 是 
群 , 态 , 中 ;也 是 群 , 则 《< 玉 , 电 } 称 为 {G ,中 ?的 子 群 . 口 

由 于 3.1 的 定理 1 知 群 的 单位 元 是 唯一 的 . 

定理 1 除数 不 小 于 2 的 群 无 零 元 ， 

证 设 4G ,中 ) 是 群 ,| G| 宇 2, 则 CG ,中 ) 中 会 乏 元 .车 人 G， 
由) 中 有 等 元 8, 则 e 关 0; 事实 上 ,着 98=e, 则 WxEG, 成 立 x=e 
中 r= 0drz=8=e, 由 工 的 任意 性 ,G = 1e|, 与 1G| 宇 2 相 违 ,可 
见 若 8 是 4G, 中 ) 的 零 元 , 则 ee 天 8 

YITEG, HDr= eT #8 无 道 元 ,与 6EG 且 (GG, 了 电 ) 是 
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登 相 违 , 证 毕 ， 

定理 2( 消 去 律 ) (CG, 的 ) 是 群 , 若 a,8,cE0, 且 a@b=4a 
ec 或 bc9a = c6Oa, 则 有 b=c. 

证 若 a@95=ad9e, 则 w Caddp)= a io(at3e), 其 中 
a ”是 a 之 逆 元 ,于 是 有 

(a Ca)Cde = (a 10600) 0 ,edb = eic ， 

其 中 e 是 (4G ,的 ) 中 的 各 元 , 故 得 5=c. 

相 亿 地, 若 56oa= ca, 则 5=c, 证 毕 . 

定理 3 和 兰 (4G, 的 ) 是 群 ,a ,5EG, 则 方程 40x = 上 b 在 (<G， 
的 ) 中 有 唯一 解 ， 
证 4a 是 ea 的 逆 元 ,可 以 验证 zo=a -105EG 是 ce 多 rr~ 
4 的 解 : 

a ro = ad (a WWD) = {aa Wb=6. 

行 除了 xo 外 ,还 有 一 解 7x1.EG, 即 aOzr| = 65,a 罗 zo=5, 从 

而 ueo.ri 二 a 的 xo, 于 是 
u (agree Oaro), 
te ar= (a a}, 
之 1 Ts 

正 毕 . 

定理 4 在 群 4G,@) 中 ,Ya,sE 如, 有 结论 ， 

(i) (a 1) '=a ( 负 负 得 正 )， 

ti) (a095) = Ca {脱衣 律 ). 

证 《由 于 (< 11) ' 的 a 1-=e=a 的 a !, 由 定 得 2， 


(a 1} |!=&. 
(Dao eb ta I) = a ps 1 a! 
一 te 一 e， 
其 中 是 之 元 . 


(ba Oa)=6 Wa -10 = 0. 
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由 道 元 定义 及 其 唯一 人 性 ,ea 多 8 的 逆 元 是 # 的 a 一, 证 毕 ， 
定理 和 让) 可 以 推广 成 
(ri 的 gz = Ir Or 100…0O.r2 shzi ,， 
其 中 xz;(i =1,2, ,1) 是 群 G ,C69) 中 元 素 , xz 们 的 排序 左右 正 相 
有 反 , 狂 如 脱衣 , 先 穿 上 的 后 脱 , 所 以 称 为 脱 农 律 . 
3.2.2 环 
定义 4 中 与 的 是 二 元 运算 的 代数 系统 4R ,中 ,09) ,满足 
(i) 《GG, 册 ) 是 交换 群 ; 
(ii 《RR,09) 是 半 群 ; 
(iii) 侈 对 人 D 有 分 配 律 :Ya ,5,c 人 ER,， 
a BPDe) = (Cad8 Dae), 
(pO oa = (bea D(a), 
则 称 < 民 ,也 ,&) 是 环 ， 
车 <R, 的 ) 是 舍 乏 半 群 , 则 称 LR ,中 ,的 ) 是 合 么 环 ; 若 CR ,8O) 
是 交换 半 群 , 则 称 人 RR, 唱 ,的 ) 是 交换 环 . 门 
按 数学 界 的 约定 俗 成 ,在 环 中 ,运算 由 与 多 用 + 与 Xx 表示 ,区 
挤 群 RR, + ) 的 单位 元 记 成 0, a € RR 的 道 元 记 成 一 a, na = 
a+a+…+a, 舍 这 环 中 的 尘 群 (R, Xx 的 单位 元 记 成 1 
< 


例如 在 算术 的 意义 下 的 + 与 x ,<R,+,，X),《C,+,X),(Q,， 
+ , Xx 都 是 环 ,其 中 CC 是 复数 集 , Q 是 有 理 数 集 ,它们 是 三 个 数 
环 ， 

容易 证 明 ,车 RKR, 十 ,x) 是 一 个 合 台 环 , 则 下 列 算术 成 立 : 

(i) ax0=0xa=0, 

(ii) ax{(—-8)={(-a)xXpb= (axb), 

(ii (tt—-a}x(-—-8)=axb, 

(wv) aXx(p—-c)=axp—axe, 

(vy) {bpb-c)xa=bhXa—cxXa, 
其 中 和 +{ 一 六 ) 记 成 a 一 已. 
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定 尽 5 夺 4R, + , x) 是 食 1 的 交换 环 , 目 ( 民 ,+ ,x 中 无 堆 
因 于 , 即 Ya,5ER, 基 40 天 0 ,成 立 忆 x 0, 则 称 <R,+， 
Xx) 是 整 环 , 门 

例如 环 4 + , x ) 中 ,I 表示 整数 集 台 , 《I, + ,x ) 称 为 整数 环 ， 
显然 整数 环 是 一 个 整 环 , 也 有 非 整 环 ,例如 环 (A,、，,, +， xy 中 ， 


Azx2 是 二 阶 方 阵 集合 ,+ 与 x 分 别 是 矩阵 的 + 与 x |。 | | 是 么 元 


素 , [1 ”是 交换 群 (A2.2, + ) 的 单位 元 ,人 91, [9 0)a0,a= 
lo)? (0 0) 是 A2x2 中 两 个 非 0 元 案 , 而 a x4b= 


O11ii1l0 D0 | 
|。 1 下 |, |) =0, 所 以 (As,2, + ,Xx ) 不 是 整 环 . 


定理 5 整 环 中 有 消去 律 . 

证 车 a,b,cE《R,+,X),《R, + ,xX) 是 整 环 , 又 uxp=4 
xc, 则 有 

0=axb-axc=axX(b 一 c), 车 a 关 0, 如 果 &5 -cc 关 0, 由 整 
下 定义 ,a x (一 c) 了 0, 与 a x {86--c)=0 相 违 ,所 以 5-c=0,6 
=c, 即 有 左 消 兴 律 .由 于 x 有 交换 律 ,车 56xa=cxa, 则 有 ax& 
=axc, 从 而 如 =ce, 即 有 右 清 去 律 .证 毕 ， 

3.2.3 域 

定义 6 设 (R,+ ,XxX) 是 环 ,而 (R 一 10i, x 是 交换 群 , 则 称 
(RR,+ ,XX ) 为 域 ;车 | 民 | < o%0, 则 称 其 为 有 限 域 .六 

例如 数 环 (Q, + ,x ),《R, + ,XxX),(C, + ,Xx) 都 是 域 :而 (I 
+ ，X /不 是 域 .事实 上 ,《I~ 10) ,x ) 不 是 群 ,例如 2EI- 10|, 但 2 
在 (1 一 i0i, x) 中 无 逆 天 .这 是 一 个 整 环 非 域 的 例子 . 

定理 6 城 为 整 环 . 

证 说 (RR,+ ,Xx) 是 一 个 域 ,对 VY a,bp,cERR,a 关 0 时 , 基 6 
x 二 Xec, 则 有 
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b=1xb =(a lIXa)xb=a lx(axb) 
=a x(axc}=(a lxa)xe=e, 
好 堪 消 去 律 成 立 ; 考 虑 a Xx 5 =0,a 关 0 时 ,有 a x&=ax0, 由 消 
去 律 ,得 8=0, 可 见 a 关 0 且 5 关 0 时 ,a Xb 关 0, 所 以 CR,+ ,xy 
是 整 环 ,证 毕 . 

定理 7 有 限 整 环 是 域 . 

证 设 ( 民 ,+ ,X)》 是 有 限 整 环 , 民 = froyri…r 1, 不妨 设 yo 
二 0 ,71 三 1. 考虑 R 一 101= fr 让 (CR- |10| ,x) 
的 每 个 元 素 有 道 元 . Yr, lri,r2 7); 则 和 ;Xro, 7X ri 
7 X ra 之 RR, 由 整 环 中 的 消去 律 ,/ 关 上 时 ,rr; X nr rn,B!y. 
XX rps Ti 关 Fi ,TIX ri 的 元 素 互 异 , 故 1r;X ro,ri Xr 7X 
rai 二 尺 ,于 是 存在 x,, 使 得 xr; xr,=1, 即 x, 是 xr; 的 道 元 ,证 毕 . 

下 面 讨论 一 个 叫做 “ 模 n 同 余 类 环 ” 的 重要 环 . 

令 [ 引 是 在 模 x 之 下 与 i 同 余 的 整数 组 成 的 集合 ,集合 Zn 二 
01,11j,[2],…,[n 一 1]i. 在 和 上 规定 “十 法 ": [i],[j]E€ 之 ,， 
则 [2] +[j]=[i+ 站 ,在 2 上 规定 “x 法 ”,[i] x[j]=[ix j]， 
[1…j] 中 的 + 与 x 是 算术 意义 上 的 普通 + 与 x ,于 是 由 定义 可 知 ， 
《4Z,, +) 是 交换 群 ,(Z,, Xx ) 是 半 群 ， x 对 + 满足 左右 分 配 律 ,对 
‘Zs，X ) 而 言 ,[0] 是 单位 元 ,[ - 引 j 是 [15] 的 道 元 ,所 以 (Z ,+ ,xy 
是 坏 , 它 称 为 模 n 同 余 类 环 . 又 [1] 是 (Z,, x 》 的 单位 元 ,日 (Zr 
Xx) 是 可 交换 的 ,所 以 2, ,+ ,x)》 是 含 么 交换 环 . 

定理 8 《ZZ,, +,X) 是 域 的 充 要 条 件 是 ” 是 素数 ， 

证 已 项 4Z,, + ,X) 是 含 么 [1] 的 交换 环 ,下 证 n 是 素数 时 ， 
‘2, ,+ ,，X) 是 有 限 整 环 .车 [a] 关 [0], 而 [a]x[&5]=[0], 那 么 [a 
xb1=[0j, 即 nlax5, 而 an,( 这 里 是 ¥Y [al,[5]E2,), 所 以 
2 , 即 L5j= [0 ,可见 (Z,+ ,Xx) 是 有 限 整 环 ,由 定理 7, 知 (2,， 
+ , x» 是 域 . 

奉 (Z, ,+ ,X) 是 域 ,而 n 不 是 罕 数 , 则 =a xb,0<a<n,0 
上 之 帮 , 于 十 
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[La]jx[8l=[ax5]=[n]={0], (1) 

但 这 时 [a j] 半 [0],[&] 关 [01, ,又 由 于 (Z,, + ,Xx) 是 域 ,由 定理 6， 
‘Zu, ++，X) 是 整 环 ,由 整 环 定义 ,[a] 半 0,[6] 关 0 时 ,[a]x[5] 应 
不 为 0j] ,此 与 (1) 了 矛盾 , 故 知 n 是 素数 ,证 毕 . 

通 凋 ,把 域 4Z., +，,Xx》 简 记 为 GF(z) 或 下 Ca) .例如 下 (2y 即 
[oj,[1L +,，x》 俗称 0- 1 一 元 域 ， 

域 \Z ,+，xy》 的 顿 念 可 以 发 展 成 荔 洛 瓦 (Golois) 域 GF 
[5 

考虑 产 -1 次 老 项 式 

FT)=antax ta rl, 

这 种 多 项 式 共 计 个 ( 疝 量 (aoyai anw 1) 的 个 数 ) ,aiEZ 
-0,1,…,m 一 1. 令 nn 是 素数 ,系数 取 自 Z, 的 多 项 式 集 合 记 成 
GF[n,zr]. 

者 q(x) 是 GF[n,xz] 中 的 一 个 多 项 式 , 且 glx) 不 能 表 成 GF 
[xn ,| 中 两 个 次 数 不 低 于 1 的 多 项 式 之 积 , 则 在 modu (xz) 意义 
下 ,GFLa zj] 划分 成 若干 同 余 类 ,这 些 同 余 类 为 元 素 的 集合 记 成 
GELn aktzij, 则 关于 + 与 X,GF[a,9(z)] 构 成 元 素 个 数 为 am 
的 一 个 域 ,其 中 产 是 9(z) 的 次 数 ,地 域 即 为 伽 洛 瓦 域 GF[ n”]. 


习题 一 


1. 在 R 上 和 定义 出 与 的 如 下 : 
VrirsER,ridr;= r+ 六 > 一 rir2 rr + r3), 
由 与 是 否 满 足 结 合 律 ? 
2. 代数 系统 4N, x ) 与 (10,1|, x) 中 ,x 是 普通 的 乘法 ,定义 
映射 上 :N=>10,1i 如 下 
|1,n =2* ,220, 


h(n)=|0， 否则 ， 
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则 AN, x 3c0410,13 ,Xx), 是 其 同 态 映 射 ， 

3. 举 出 两 组 同 态 但 不 同 构 的 实例 . 

4. 证 明 ; 闪 (tA, 中 C024B ,097,《A ,局 ) 有 结合 律 与 交换 律 , 则 
《B,C9) 也 有 结合 律 与 交换 律 . 

5 ,<C,+ ,XX) 是 一 个 代数 系统 ,C 是 复数 集合 ,+ 与 x 是 普通 
的 加 法 与 乘法 ;CM .由 ,的 ) 是 另 一 代数 系统 ,其 中 
[, » |e,venl. 
出 与 如 分 别 旦 矩阵 的 加 法 与 乘法 , 则 

‘CC, 十 ， 共 ;EM ,00. 

6. 设 中 与 CO 是 二 元 运算 ,用 i, 户 是 从 (Si1, 中 ;到 (Ss,89) 的 同 
态 映 身 , 鸣 是 可 交换 和 可 结合 的 , 令 :5S1 王 S$;, 使 得 YTE Si, 有 
(T= (rR f(r , 试 让 :上 是 Si ,中 > 到 4S269 的 同 态 映 
射 . 

7. 证 明 或 反驳 :R- 101 xy224R,+) 其 中 X 与 + 是 间 通 
的 乘法 与 加 法 . 

8. 设 6G=Q-11|,Q 是 有 理 数 集 ,在 G 上 定义 二 元 运算 QO ;a 
C05 二 ga+ 站 一 28, 证明 :<G ,9; 是 群 ,而 iQ,89) 不 是 群 . 

9 .0 ,09) 是 群 , Ya,58EC, 有 (a096) = a0957, 则 (G ,09) 
是 交换 群 ， 

10.I 是 整数 集合 , (1, + 是 群 (名 整数 加 群 ), 刚 ^ 吨 , + ;是 I， 
+ 是 子 群 ,其 中 HH= 13k|kETI. 

11. 证 明 :4=|=-1,t 在 乘法 运算 下 是 一 个 群 . 


AT 一 


12. f(z)=+, P(z) = 二， 
f(r)=1—z, ftr)=(1- x),, 
fs=(x—-1)r !, folx =zx{r-1) ， 


令 王 = 及， 户 ， 和 PP , fc! ,fi 的 定 闵 域 为 有 R 一 i0,1| ,规定 6 是 函数 
的 复合 运算 ,证 明 ( 下 ,人 多) 是 一 个 群 . 
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13. 证 明 ;(G, 的 ) 是 一 个 群 ,其 中 G = 10,1,2,3|, 外 是 mod4 
意义 证 的 加 法 . 

14, 下 列 代数 系统 .3S ,中 ) ,哪些 是 群 ? 是 群 者 ,是 否 Abel 群 ， 
并 指出 其 单位 元 和 如 何 求 道 元 . 


(1)S== [| |=| =1,zE 扣 | ,中 是 普通 复数 加 法 . 
(2)S= Tatby21a,pEQ|) ,中 是 普通 加 法 . 


] 0Y 1-1 0 1 0 -1 0 

3)s= | 站 lo 了 |) ,名 是 
年 阵 乘法 ， 

15G, 的 ) 是 群 ,waecEeGaga=ac=e 则 (4G, 的 ) 是 Abhel 
群 ,其 中 是 单位 元 . 

16.S=R-| 一 1| ,定义 S$S 上 的 二 元 运算 609 为 a0O6 = 二 a 上 + 
ab ,在 S 中 求 方 程 209r093=7 的 解 . 

17. 证 明 ;整数 加 群 与 偶数 加 群 同 构 . 

18. 下 列 代数 系统 ,哪些 是 环 ” 哪些 是 整 环 ? 哪些 是 域 ? 

(sx 二 ,XX), 其 中 I 工 是 整数 集合 ,二 与 Xx 分 别 是 对 Ix1 
中 元 素 分 量 的 加 法 与 磁 法 . 

(2)421xE, + ,xXx),+,X 辐 (1). 

(3)(RR, + , XX», 二 是 普通 加 法 ,XX 定义 成 a X55=|al8. 

(4) {la tov2)a, EN,+ ,xX). 

(Sa tH3|la,bEQ|,+, Xx). 

19. FIXJI->1, Ff{a ,5)=a ,证 明 : 是 从 环 ‘IX1 十,*) 到 环 
《1, 十 ,Xx 的 同 态 映射 . 

20. 代数 系统 tia ,bi ,+ .Xx) 运 算 规 则 如 下 : 

ata=autph=bp.pta=bp,b+b=a; 

aaa dado=ab>XYa=ab x*h=s, 
求证 (ja,5| ,+ ,Xx) 是 域 . 

21 . 设 R,+ ,XxX}) 是 含 勾 环 , 昌 = ala ER 则 (五 ,x)》 是 

232 


一 个 群 ， 

22 必 民 ,+，X) 是 环 , YeERR, 定 义 四 :ec 四 =a + 十 荆 ; 
秆 XatO5 = 二 a XB5B+at+, 则 (R, 中 ,的 ) 也 是 环 , 有 是 人 R,++， 
x 77R ,DN). 

23, 设 ( 有 ,二 + ,X) 是 食 台 环 , Y aA, 若 axa=a, 则 称 《A， 
+ ,XxX 是 布尔 环 . 试 证 :布尔 环 <A, + , x) 有 三 个 以 上 元 素 时 , 则 
‘及 ,十 ,Xx ) 不 是 整 环 ， 

24. 设 i 下, + ,X) 是 域 , SC 下 ,9 三 蕊 ,上 且 413， + ，X 与 
《和 > ， + , Xx) 都 是 域 , 则 (Sj 门 S;, + ,Xx) 也 是 域 . 

25 .Cl[a ,5]) 表 示 闭 区 间 [a,5] 上 定义 的 连通 函数 集合 , 则 
‘CtLa,#8]), + ,xX) 是 环 ,+ ,x 是 数学 分 析 中 的 函数 加 法 与 乘法 . 


3.3 置 护 群 与 循环 群 


3.3.1 置换 
定 尽 1 4 是 有 限 集 ,ac:A 一 4A, 且 是 双 射 , 则 称 为 4 中 
的 置换 .14 二 nn 时 ,a 称 为 n 元 置换 .车 A = |aiyez,…vav|, 则 
o 表 成 
dl 他 了 加 和 tn 
| ja) … la) 人 
当 afai=a 时 ,=ITI,2 ,nz 称 为 恒 同 置换 . 门 ] 
o 是 置换 ,s:A 一 A, 则 a 有 道 映射 sf 1:. A 一 A. 
用 a; 的 肢 标 i; 表示 忆 , 则 置换 人 1) 可 以 简写 成 ; 


_1i1l 2 3 nn » 
(0 ol2) og(3) 站 C2) 
由 于 o :也 是 置换 ,所 以 oa 也 应 写成 (2) 的 形式 ,其 * 上 屋 ” 

仍 写作 1 2 … 2 下 层 依 次 写 os-! 下 的 对 应 元 素 . 


1] 2 3 4 5 
例如 = | < ,其 中 s(1) =2,0(2) =5, 等 等 
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3 
2345 B1342) 

由 于 置 撞 的 一 一 对 应 性 ,着 o1,o, 和 皆 及 上 的 置换 , 则 复合 映 
尉 z1° oz 也 是 A 上 的 置换 . 

入 上 的 两 上 置换 gj 与 a, 的 复合 cl。os 称 为 cl 与 go; 之 积 . 
01"0; 示 必 等 于 02° 91. 例如 


b 2 3 ,) | 2 3 4 
FI 17 一 4 
2 4 1 3 2 3 1 4 
1 2 3 3 2 3 | | 2 3 ,) 
如 ]“ 上 3 一 一 ， 
2 4 1 32 3 1 4 4 1 2 3 
, 2 3 中 2 3 1 2 3 | 
2° 1 一 
2 3 1 42 4 1 3 3 42 1 


此 处 cisc2 天 azagj， 

定义 2 5 是 4=11,2,…,z 上 的 置换 ,aa ,atlscr 
三 nn) 是 A 中 的 > 个 不 同 元 素 ,而 且 cfe )=a ii=12 7- 
1,cfta al 一 aa ar 中 的 元 素 茎 so 的 不 动 点 , 则 称 v 
是 上 上 长 > 的 一 个 轮换 , 记 成 z= (aja，…a,), 生 称 dl 
是 轮换 z 的 移动 元 素 ; x =2 时 ,相应 的 轮换 ec = (aja,) 称 为 对 
换 . [| 

显然 ， 

KG1G2… Gar) = (dad3" “aA1) = Cada' "dag?) 

es = (aaa a,.1). 

置换 与 轮换 有 生动 的 图 论 意义 . 设 2 是 V=11,2,.….41 上 的 
一 个 置换 , 仅 当 go(i)=j 时 ,以 i 为 尾 以 j 为 头 连 一 “有 向 边 ， 形成 
的 有 向 图 G 称 为 置换 图 ;不 难 证 明 , 置换 图 是 若干 两 两 无 公共 项 
的 有 向 圈 ( 含 有 向 环 ) 并 成 的 , 当 且 仅 当 u 是 轮换 时 ,置换 图 她 中 
有 了 唯一 的 长 大 于 1 的 有 向 圈 , 此 有 向 圈 称 为 轮换 圈 . 

对 于 4 上 = 上 ,2 …p， 7 |, 两 个 轮换 (elaz 人 人 ) 与 (ea2… 
2 7) 满 中 iol,a2 ar 站 ia 二 作 , 则 称 这 两 个 
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轮换 是 独立 (不 相交 ) 的 . 
由 置换 图 可 知 下 面 定理 成 立 ， 
定理 1 任何 非 恒 同 置 换 可 以 唯一 地 表 成 若干 个 独立 轮换 之 


= (0 375o0821121113101514 


,5 有 的 置换 
437560821121113101514) ? 


图 3.1 

图 3.1 中 上 =(14569]),ocz=(2348),d3=(10 12 13)，as 

=(11 11),cs=(14 15). 
T= oF" 04° 04° 5, (1) 

其 中 11 是 a 是 不 动 点 ,用 o4 = (11 11) 形 式 地 表 成 了 轮换 .(1) 式 
右 病 之 积 有 诡 按 律 ,(1) 的 右 问 的 轮换 的 抄写 虎 序 可 以 任意 ,在 这 
神 意 疼 下 , (1) 的 表达 是 唯一 的 ,例如 认为 od" 2° 3 Gd" Os 与 他 3 
oa*g1" 4"05 是 一 样 的 ， 

设 ec= (ataz ar) 是 一 个 轮换 ,由 于 

(alez ar 一 (aar 儿 alar-1idlar-2) (a1aa) (a1a2), 所 
以 有 结论 : 

定理 2 任何 轮换 可 以 表示 成 苦于 对 换 之 积 . 

由 定理 1 与 定理 2 ,每 一 个 置换 可 以 表示 成 若干 个 对 和 换 之 积 ， 
但 表 示 未 必 唯 一 .例如 


-3131j=4l S)(1 2)(3 4) 


全 一 


23431 
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= {1 3)(3 4)(4 5){2 4}{1 4). 
， 一 门 2 天 呈 
定义 3 本 G2) 中 ot2) 
ol) 的 道 序 (o (i) >>o(j),i << 门 的 个 数 为 奇数 时 , 称 z 为 奇 置 

换 , 和 否则 为 个 置换 .日 


_ 112345 
例如 o= | 2 5 1 3 ) } 中 有 7 个 首 序 


2300i1iitl jl1yjtl.n 
人 23 
的 他 序 有 2(j 一 让 -1 个 ,所 以 对 换 入 奇 置换 . 


mm _1l 2 3 “*- 
没 o= (0 o{2) og(3) oln) 


slii+1)= 
『 2 了 “i f + 十 1 i 二 2 由 3 
La) ot2) gl3) eli+1) ofi) ofi+2) ... If 


由 于 oti) 与 oi 十 1) 的 位 置 对 换 , 使 ofii+1) 的 并 序 与 so 的 道 序 
的 奇偶 性 相 蜡 .而 形 如 (i j) (i < ;) 的 任 一 对 换 可 表 成 

(C27 t2) (17 -271ii+1), 
所 以 et 旋 的 奇偶 性 是 e 的 奇偶 性 改变 2(j -2)-1 次 . 

由 上 述 论证 知 定义 3 等 价 于 下 面 的 定义 ， 

定 允 3 7 元 置换 可 以 表 成 奇数 个 对 换 之 积 者 称 为 奇 置换 ， 
否则 为 偶 置 换 . 口 

定理 3 x 元 置换 的 集合 由 > 个 置换 组 成 ,其 中 一 半 是 奇 
置换 . 

证 7 克 置 换 即 行 ,2,… ,nj 的 全 排列 ,所 以 ，% 大 置换 的 集合 
2 有 nl 个 元 素 . 令 51 是 n 元 奇 置换 集 ,5, 是 ， 元 侦 置 换 集 ， 
则 三 f= 从, USE, = 了 荆 , 定 灾 fi22— 2 为 YNo€E 53,, 
f(9) = ol12). 那么 Ye EBD € 3, fo (12)) = 
5 (12)(12) = 0, 即 a (12) 是 的 原 象 ,可 见 了 了 是, 到 了 的 满 
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) 现 


映射 .Yaieo 后 靖 ,在 gi 导 0 和 崩 5 全 2 的 原 象 , 则 f(al)= 5 ， 
fl02) = go ,M0 Flo!) 一 ol2), 7 (0) 一 02(12), 成 oi(12) = 
of12) = go ,得 gi = 52, 所 以 了 是 3 至 | 的 一 一 对 应 关系 ,可 风 
| £1 1 =| 1= 六 2 ,证 华 

3.3.2 置换 群 与 循环 群 

定义 4 设 王 是 A = }1,2,…,n| 上 的 置换 为 元 素 构 成 的 集 
合 , 代 数 系 统 ( 卫 ,，*)》 中 ,，。 , 是 置换 的 复合 运算 ( 即 辕 换 乘法 ), 且 令 
恒 同 置换 为 (<,。) 的 单位 元 ,sz &€ 5, 则 逆 置 换 s ' 是 a 的 道 元 素 ， 
肥 互 中 有 结合 律 ,于 是 : 荆 ,。) 是 一 个 群 ,此 群 称 为 x 次 对 称 群 , 记 
成 S, .对称 群 的 子 群 称 为 置换 群 . 

例 1 和 全 中 区 加 是 每 边 三 角 
形 ,1, 上 ,hh3 是 它 的 三 条 高 , 见 图 
3.2, 中 心 为 口 , 绕 中 心 O 旋转 0”， 
120° ,240" 得 到 三 种 重合 的 姿态 ,上 
三 条 高 为 轴 , 翻转 得 三 种 重合 的 姿 

态 , 这 六 个 动作 可 以 分 别 用 6 阶 3 (1) 
次 对 称 群 来 表示 如 下 : 


1 23) 
旋 0 : | 图 3.2 
针 "7 | 2 2) 


旋转 120"; pi = 际 中 (1 2 3), 


旋转 2407:p2= | h (1 3 2), 
以 hi 为 轴 翻 ;p41 = , a 2),， 


bh 为 轴 翻 :wo = 1 | = 


， 、 23 
以 hl 为 轴 翻 ; 4; = E :| ={2 3). 


以 上 用 置换 表达 的 六 种 次 态 恰 为 A = 11,2,3 的 全 体 响 换 、 
Da, “是 一 个 对 称 群 ,"。* "是 运动 的 复合 (合成 ?运动 ,由 此 


(图 3.2 可 以 领会 对 称 群 名 字 中 对 群 二 字 的 背景 ,当然 4D:,。》 也 
是 一 个 性 换 群 ,其 中 D;= 0 pI ;P23 p19 L293 131- 


Ds 中 运动 全 成 捧 阵 如 下 . 

PO Pi OP2 HE H2 £3 
10 | po pr 02 £1 Pa 3 
Fl | pi p2 po pa H3 HI 
fF2 | 62 pe 01 AP3 AT AP2 | ， 
El ta pH2 po pa A1 
P22 KL 23 PL Po 2 
六 3 3 FH2 pi pa PL Po 


例如 第 5 行 第 6 列 交汇 处 为 jo° 3 = po, 而 第 6 行 第 5 列 汇 会 处 为 
pl= Assay 可见 置换 群 与 对 称 群 未 必 是 Abel 群 . 


例 2 正方 形 口 DD 加 @@, 绕 中 
心口 旋转 和,9%0 ,180 ,270" 的 动作 
分 别 为 poyel ; D2，03;4 条 对 称 轴 分 别 
为 上 ,ib2, 13,4, 绕 ,1,13, 14 翻转 
180" 的 动作 分 别 是 jz, pg2, py 14, 共 
得 8 个 姿态 , 见 图 3.3. 则 DD = | po0， 
P1023039 F119 V2113s KH41 在 合成 运算 
《运动 ) 之 下 构成 一 个 置换 群 . 


图 3.3 DDs 中 各 元 素 用 轩 换 表达 如 下 ， 
-人 2314| -(1234) -1234) 
(0 1234 户 23411 
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1 234 1 234d 
p=| 1) 13)24), om=| 432), 
1234 234 
mr 4 3) (12)034), 2= {321}= (74023), 
1 了 4 i1234 
p35 (3 =413) m= (1 32) G34). 


代数 系统 (Ds,* 中,* 是 合成 运算 ,因为 D, 中 元 紊 是 置 措 , 所 
以 满足 结合 律 ,tD,,*? 的 运算 矩阵 如 下 ; 
Po PL P23 HL AF2 3 FA 
20 | pe Py p2 03 pL 2 3 Ht4 | 
1 | Pa 03 Po fe3 KH4 Fa £1 
R2 | p2 p3 po Pp1 M2 1 4 Hy 
03 ] Pa Po pI Da LH4 LH3 Ha 1 |. 
Fl | py ps Ha 3 Po Da P3 Pi 
1 1 pe2 3 HY He4 02 Po D1 的 
F3 | pe3 pl Pa P2 P1 3 Po pa 
FAL a 天 2 M3 HL P3 PL D2 PO 
可 见 4D4, "是 一 个 代数 系统 . oo 是 (Ds,*) 中 的 单位 元 ; po 1 
= popr = psp7 p21p3 = PRT = 2 = ps ps! = pa, 
44 二 Lu4: 由 群 的 定义 , (DD, 吵 是 群 ,又 DD 叶 , (5, 路 是 4 深 对 
称 群 ,所 以 (Ds,*) 是 8 阶 置换 群 ,D4, -是 对 称 群 (+ 三,*) 的 真子 
群 . 
定理 4 每 个 有 限 群 都 与 某 个 置换 群 同 构 . 
证 设 (G , 直 ) 是 任 给 定 的 一 个 有 限 群 , 令 
G =ilaEG, fh:G*0, f(r)=adrl. 
显然 , 志 是 G 到 自身 的 双 射 ,在 G' 上 定义 运算 的 如 下 : f. 铝 有 = 
fms; 于 是 但 在 各 中 封闭 旧 满 足 结合 律 ,又 关 (e 是 4G ,的 ;的 单 
位 元 ) 是 5G ,的 ) 的 单位 元 ,f,-!' 是 户 的 着 元 ,所 以 4G ,的 ) 是 群 
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而 及 是 对 称 群 的 子 群 ,所 以 (G ,全 ?是 置换 群 .下 证 YG 国安 
AG 的) 
定义 上 ;GG 为 h(a)= 应 , 则 瞩 是 双 射 ,Ya,bEGCG, 有 
h(atdb) = fm = f f= hah(D), 
所 kh 是 同 构 上 映射 , 邦 避 ,6 的} 局 (G' ,的 ) ,证 毕 . 

定义 5 设 (G,09) 是 群 ,存在 EG, 使 得 任 取 定 a€ 6G, 可 
找到 nDa= ge , 则 称 <G ,的 ) 是 一 个 循环 群 ,5 是 这 个 循环 群 
的 生成 元 ,简写 成 4G ,Gy = 《5 口 

定理 5 循环 群 的 子 群 是 循环 群 ， 

证 设 (G ,C9)=《g) 是 一 个 循环 群 ,( 惠 ,的 ) 是 <G ,的 ) 的 子 
辞 ,大 日 = el , 则 (再 ,的 ) =《e),《 晶 ,的 ) 是 循环 群 ,其 中 6 是 4G， 
是 入 元 ,车 日 关 ie| ,对 每 个 aE 日 ,a 关 e, 由 于 ( 玉 , 的 ) 是 (G， 
0; 的 子 群 ,日 入 G, 而 (G ,的 )=(g), 帮 存在 1 EI, 使 得 a = gl; 设 
7 是 使 pg”*E HH 的 最 小 下 整数 ,YBE 日 ,5EG, 故 56= g*,nEN. 
念 站 三 7 + wv ,于 是 

b=g = "={g")"Cg", 
从 而 得 SCg) *. 
由 = 全 昌 ,gE 日 ,( 昌 , 的 ) 是 群 , 则 (g*)-*EH, 从 而 prEE 
于, 右 b>0, 与 g* 全 日 月 mr 最 小 矛盾 ,所 以 vu=0,B b= (eg™)*, 
于 是 ( 瑞 ,() 中 每 元 素 皆 可 表 成 g” 的 赛 , 从 而 g” 是 子 群 ( 末 ,四 ) 
的 生成 元 五 ,后 ) 是 循环 群 ,证 毕 . 

例如 42., + ,Xx) 是 模 n 同 余 类 环 , 则 (2 ,+ > 是 循环 群 . [1 ] 
是 (ZZ, , +) 的 生成 元 , 即 <2Z, ,+ = [1 [0],[3]1, +》 是 (Z 
+ ) 的 二 阶 子 群 ,<[0] ,了 [3]|, + 》= 《<[3]) 仍 为 循环 群 ,生成 元 为 
[3].[3j=[1j+[1]+[1],[1]+[1]+[1] 相 当 于 定理 5 证 明 中 的 
g™” ,此 例 中 的 pr =3,g=11]. 

容易 看 出 ,循环 群 是 Abel 群 . 

定 6 寺 (G ,= 4g) 是 循环 群 ,使 得 g*=e, 而 训 , pg?，…， 
8 ” 各 不 等 于 e, 则 称 g 的 周期 是, 其中。 是 <G, 的 ) 的 单位 元 ， 
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如 果 不 存 在 g 的 有 殷 局 期 , 则 称 g 的 周期 是 co .[ 

例如 人, + ) 是 以 0 为 单位 元 ,以 1 和 -1 为 生成 元 的 循环 群 ， 
+ 是 普通 加 法 ,1 与 -1 的 局 期 是 %. 而 (2Z,,+) 的 生成 元 是 [1j， 
其 周期 是 xn. 

定义 7 对 于 次 对 群 5S, 的 子 群 (置换 群 久 G,** 中 两 个 置 
换 和 1 ,车 存 在 一 个 置换 gE G ,使 得 s = gorog 1!, 则 称 5 与 1 在 
《G, "中 共 罗 . 员 

例如 考 碟 3 次 对 称 群 <D3,*)( 见 例 1),D; = 1 00 D1 P21 41, 

123 ] 23 123 
42op31, 取 5= 213)= 2 (1 32)=4.8= (321)= 4 
则 有 5= gotog ,所 以 ;与 1 在 (D3,") 中 共 罗 , 见 图 3.2. 

在 置换 群 (G,*) 中 ,元 素 对 的 共 固 关系 是 一 种 等 价 关 系 ， 

(1)》 自 反 福 :sEG, 则 s 与 自己 东 ,sersre |!. 

(2) ”对称 性 :着 s= gotieg 1, 则 t=g esog: 令 gg "= 有 hE 
,Me=heseh |'. 

(3) ”传递 往 ; 若 ss 一 goteog ,1 二 hereh i, 则 ss= gr(here 
hl)eg i=(geh)erth liog 1), 令 gh=7EG, 则 ys= iore 
L ,上 * 与 > 共 辆 . 

由 定理 1, 任何 非 恒 同 置换 和 几 可 唯一 地 分 解 成 若干 独立 轮换 
之 积 , 设 fTE 9S,, 且 

f= (afDadd edd) ef?a...al).(af™ og") 


aa (1) 
其 中 (…) 是 轮换 ,(1) 式 右 端的 训 , 个 轮换 独立 ，> 如 = ,其 中 


元 轮换 的 个 数 记 成 入, 记号 如 表示 去 元 轮换 的 个 数 是 jx 个 ,用 这 
种 记号 , 则 S,。 中 的 置换 可 唯一 地 分 解 成 的 独立 轮换 的 形 陈 可 记 成 
1”122 nr, (2) 


其 中 六 起 = 于 
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例如 Ss 中 ,(1)(2 3)(4 5 6) 与 (1 2 3)(4)(5 6) 具 有 相同 的 分 
解 形式 2.3456 ,一般 地 ,在 S, 中 ,具有 相同 的 置换 分 解 形式 
的 那些 置换 组 成 的 S, 的 子 集 称 为 一 个 共 固 类 ,上 面 的 (1)(2 3)(4 
5 6) 与 (1 2 3)(4)(5 6) 就 是 Ss 中 同一 共 轧 类 中 的 元 素 . 

定理 6 非 昼 同 昨 换 ; 与 1 在 S, 中 共 思 M 的 充分 必要 条 件 是 ;; 
要 t 中 分 解 成 独立 轮换 的 形式 1412%2… 一致 

证 必要 性 , 设 t= (allebp ai (arna' a ) (aniam 
am) ,其 中 (…),(…),…,(…) 是 独立 的 轮换 .车 ; 与: 是 S, 中 
共 入 的 两 个 置换 ,于 是 存在 置换 gE S, ,使 得 s=gstog 1, 记 必 
(ap) 二 :大 二 1,2,… 1m,j 二 1,2,…, 刘 .于 是 s(he)=g°"tepg | 
(bu)= gt(ar) = garc+1y) = bzt+1); 其 中 Ci +1) = ag1;, 所 以 
sbrs ) = brs = (Bubia by ) baba ba ) (brnt bma''" bm )， 
其 中 B61be2…B4 省 (大 二 1,2,…,y) 是 独立 轮换 ,必要 性 得 证 . 

从 上 述 论证 可 知 充分 性 成 立 , 证 毕 . 

从 定理 6 知 , 共 固 类 中 的 置换 是 共 二 置 换 . 

定理 7 S, 中 具有 分 解 形式 1%2%2… nn 的 共 郝 类 中 非 恒 辣 
置换 的 个 数 为 (Cauchy 公式 ) 


Ln 
h (Als 92 sa) 1 Al eran! 14222 pt, (3) 


证 J 1%12%2.… nm 的 置换 形 如 

(afD Cab) ef) CaPaD) Cafe) (a 1a) 
(zf bb a 0 a 

一 个 置换 即 一 个 x 家 全 证 区 其 nx! 个 . 得 由 于 个 k 
元 轮换 与 排列 中 的 个 子 排列 串 对 应 ; (eliaz akg)= (ayas… 
at 二 二 (ak -92Q1),A4 个 开元 轮换 与 古 个 子 排列 串 对 
应 ,而 号 独立 的 太 个 到 元 轮换 可 以 交换 位 置 , 即 它们 的 位 置 在 排 
列 中 有 ix! 种 可 能 , 故 得 证 (3) 式 成 立 ,证 毕 . 
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例如 Ss 中 共有 41 = 24 个 置换 ,其 中 便 同 置换 e = 
1 2 3 4 
| 7 3 ,| 一 个 ,还 有 23 个 非但 同 置换 ,它们 的 (ai， 42, 4;， 
4) 共 斩 类 有 区 种 

(CAs A Aas Aha) = {1,0,1,0),(2,1,0,0),(0,2,0,0), {0,0,0,1). 
每 种 共 辊 类 中 的 置换 个 数 , 依 公式 (1) 分 别 为 


4 ! 
AL:0,1 0 一 0! 11 01! 1 又 35 又 机 又 有 一 4 


这 8 个 置 挽 是 ; (1 2 3)(4),(124)(3),(1 32)(4),(1 34)(2),(1 
4 2)(3),(1 43){2),(234)(1),(2 4 3)(1). 


4! _ 
hl2,1,0,0) = 11 0! 0! lx2 IR 0 


这 6 个 置换 是 :(12)(3)(4) (11370274) (01412703) (2 3)(1) 
(4) (2 4)01)(3) 53 4)(1)(2). 
41 


和 于 01 O01 xBXPXP 
这 3 个 置换 是 :(12)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)， 


_ 41 加 
ht0,0,0,1) -0 or 0! 11 1 2x ARO 
这 6 个 置换 是 ;(1234),(1243),(1324),(1342),.(142 


3),(1 432). 
3.4 Lagrange 定理 和 Burmside 定理 


定义 1 《五 ,出 /是 群 4G ,了 中) 的 子 群 ,着 a ,bEG,a 中 5b!'EE 
态 , 则 称 元 京 a 与 5 是 模 互 同 余 关系 , 记 成 a 圭 b(modH). 山 
定理 1 群 4G, 中 中 模 五 的 同 余 关系 是 一 种 等 价 关 系 ; 且 若 
acE Ca 所 在 的 等 价 类 记 成 Ba , 则 
Ha=thtalh EHi, (1) 
a 是 此 等 价 类 Ha 的 代表 元 . 
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证 上 日 反 性 :YaeEG,a 中 um !=eEH, a=a (modH). 

对 称 性 : 阁 a,bE Ge=8(modE) ,ae 由 TIE, 又 (三 , 中 ， 
是 群 ,Sap = 站 an 1€ H, 妈 5=a{modH). 

传递 性 :a ,5,cEG,a==p (modH),8=c (modDH), 即 aD6 -i 
CH,bpDe EC, 出 于 (五 , 申 ) 是 群 , 故 (aa 四 -站 四 (5 中 ec-!) = 
athc “所 百 , 即 as 人 cfmod 五 ). 

由 此 关系 之 自 反 .对称 和 传递 性 知 其 为 等 价 关 系 . 

把 a EG 所 在 的 等 价 类 记 成 [a ] ,出 

[al= IlpEG, bpRPa-!EeH| 
= halhi EHI= Ha, 
而 a 蕊 [al,a 是 此 等 价 类 之 代表 元 ,证 毕 . 

定理 | 中 所 称 的 a 所 在 的 等 价 类 He 称 为 群 4G ,中 之 子 群 
‘万 ,由 ?的 右 陪 集 .相似 地 ,a EG,aH = iaDh 1hEHI 称 为 左 隧 
集 . 

定理 2 “五 ,中 ) 是 群 4G ,由 ?的 子 群 , 则 ! 互 ,中 ?的 所 有 左 陪 
集 组 成 的 集合 上 与 4 五 ,由 ;的 所 有 右 联 集 组 成 的 集 组 成 的 集合 尺 
等 势 . 

三 ”考虑 上 映射 f: [一 RR, 具 体 定义 f 为 f(aH)=Ha*!,f 显 
然 是 满 射 . 若 ui 再 ,ao 有 EL ,又 ftalH)= f(azH)= Ha, 则 由 ff 
定义 知 Eai i= Ha ', 于 是 al 日 = ayH, 即 太 是 单 射 , 可 见 了 是 工 
与 民间 的 一 一 对 应 ,所 以 工 与 及 等 势 , 证 毕 . 

定理 其 Lagrange) AG ,由 ) 是 有 限 群 (万 ,中 ?是 4G ,中 的 


子 群 , 则 (FH,@B) 的 左 ( 右 ) 陪 集 的 个 数 为 | 估 |. 

证 考虑 上 映射 f:H 一 Ha ,具体 运算 为 AP) = 天 由 ws. 了 是 双 
射 , 故 [ 玉 | = | Ha|. 又 G 中 的 瑟 的 右 陪 集 是 G 的 一 个 划分 , 若 右 
附 集 的 个 数 为 r,r 个 不 同 的 右 陪 集 为 Hai, Has,**, Ha,,G = 
U Hai, 其 中 Ha 门 Ha, = @,i 才 j, 于 是 

[Gi=|Hal tlHasl 41+|Ha,|=r|HI, 
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1GI 
rr [i 


证 毕 . 

定义 2 (4G, 小 是 次 对 称 群 S, 的 子 群 ,E11,2,… ,nl|， 
《GG,。》 中 使 有 为 不 动 点 的 置换 全 体 构成 的 集合 称 为 & 在 避 中 的 稳 
定 核 , 记 成 Hi, 即 Hi=1loloEG,os(k)=&|. 口 

定 进 #4 (到 ,*) 是 置 摸 群 4G,* 的 子 群 . 

证 (i) 封 财 性 :大 el,aoE 有 于, 则 cazE 厅 . 

() 单位 元 ,GG ,的 单位 元 就 是 < 本; ,“》 的 单位 元 

(i) 道 元 :车 so 万 晶 , 则 ao 'E 琴 .so !' 是 so 的 道 元 . 

(iw) ”有 结合 律 . 让 毕 . 

定 必 3 说 4G,? 是 天 次 对 称 群 3 的 子 群 ,&,?E11,2,…， 
?| , 若 存 在 置换 gE CG,*) ,使 得 at) = 2, 则 称 在 G 中 下 与 1 相 
邻 ( 相 邻 关 系 是 等 价 关 系 ),& 的 相 邻 等 价 类 称 为 上 在 置换 群 ^G， 
"作用 下 的 地 道 , 记 成 DO; . 口 

定理 5 G 中 的 四邻 关系 是 等 价 关 系 . 

证 自 反 性 : 取 =etC ?中 的 单位 元 , 恒 赔 置换 ), 则 有 上 自 
反 性 让 =el(k). 

对 称 性 := 二 ott) ,= (RE CC 

传递 性 :上 =alft) ,f= otr), 其 中 ,rE11,2,… ,#1 ol 
EG, 则 k= oar)= galr) ,0 如 ,证 毕 ， 

由 害 义 3, 吉 i, ,2，… ,此 wl 是 相 仓 等 价 类 , 则 Oj = Ok = 
=O 〇 ，, 称 i,,… ,wl 中 的 数 间 罗 . 1 和,2,…,n1 在 (4G,*) 作 
用 下 ,可 以 划分 成 若干 独立 轨道 .例如 je,(1,2),(3,4) ,13 4) (1 
2)} ,中 器 二 O 〇 ;2= 11,2i ,Oa 二 O413,4!, 有 两 个 独立 轨道 如 | 
与 0);. 

定理 6 “GG, 是 n 次 对 称 群 S, 的 -个 子 群 , 则 | Oi|; 厂 , 
= |G| ,RETL,2,.… ,71. 

证 ”由 定理 4, (i," 是 CG, 的 子 群 ,由 Lagrange 定理 ， 
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(二 ) 的 隧 集 个 数 是 全 | 
由 Oi 定义 ,VY iE OO ,存在 o,€G, 使 得 s;(i)=; 于 是 确定 


了 一 个 映射 
(一 民 ， 

R 是 开 的 右 陪 集 集 合 ,具体 作用 是 AF(i)= 

了 是 单 射 的 ,只 从 证 f 是 满 射 .事实 上 , 设 He 是 玉 的 任 一 
种 隧 集 ,由 了 的 定义 ,以 及 108JEO ,可知 Ha 是 -1 的 
象 , 故 了 是 满 射 ,至 此 得 知 上 是 双 射 , 即 |O ,| = |RR| = | 站. 证 
毕 . 

定理 7(Burnside) 车 (G,* 是 次 对 称 群 S 的 子 群 ,g EE 
G,4(g) 是 置换 g 的 不 动 点 个 数 , 则 {G ,*) 中 不 同 的 轨道 数目 为 

N(G)-161 2 Sag) (2) 


证 由 于 之 (8) = 了 …, | 由 定理 6， 
车,1 属于 同一 轨道 0 , 风 
Hi 1=1 Hl= 名 1， 
其 中 OE OCG),O(G) 是 轨 集 . 因此 
Zlg)= 2 1 He 1= DOHI= 1 0 


DE OE Oe 


1 = 2 1GI= N(G)IG], 


DE OG) 
故 有 
)= [二 
N(G)= TGT 228), 
证 毕 . 
例如 《le,(1 2),(34),(1 2)(3 4)1,*) 是 4 阶 置换 群 ， 
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g1=e= (1)(2)(3)(4),A(g1) =4, 
g2= (1 2),A(g2)=2, 
g3=(34),A(g3) =2, 
g4— (1 2)(3 4),A(g4)=0, 

代 人 Burnside 公式 (2) 得 


4 
NG)=TCG Salg) = (4+ 2+24+0)=2, 
r=1 


好 此 群 有 两 个 轨道 ;O1 = 11,2!1,O2=13,41. 

又 例如 3.3.2 中 的 例 2,tDs,*) 是 置换 群 ,| Ds| =8,3{po0) = 
4,A(01) =0,Atp2) =0,A(03) =0,Atp1)=0,A( 2) =0,A( p03) 一 
2,4f2d)=2, 代 人 Bornside 公式 (2) 得 


吕 
N(G)= TE Alg) = (4+0+0+0+0+0+2+2) 
7—1 


一 上. 
即 (DD,， "中 只 一 个 轨道 | 二 11,2,3,41. 


3.5 ”Polya 定理 


设 C=CiC ,C1 是 xx 种 颜色 组 成 的 色 集 合 ,(G,*》 
是 一 个 置换 群 ,G 的 元 素 是 X= 11,2,… ,ni 中 的 置 挽 ,如 果 用 颜 
色 集 C 中 的 一 些 颜色 对 XX 中 的 每 个 数码 代表 的 事物 进行 染色 , 相 
当 于 一 个 映射 p:X-C, 约 定 ;和 和 时 的 上 色 为 pi)EC,X 
称 为 对 和 刍 集 .她 果 把 上 色 映 射 w 列 成 如 下 形式 的 函数 表 
1 2 3 “rn nn 
La 8 人 2) ol3) sO 时 
则 当 gECG 时 ,pg 也 是 从 X 到 CC 的 映射 .例如 X= 11,2,3,41， 
C= |1C1,C, Cl. 


-| 2 3 = 
"1 lo, C3 C3 Cl 2 2 1 4 3) 


247 


出 
1 2 3 4 1 2 3 4 
MR Cc cs CC | 
1 2 3 4 
C3 CL CC 
好 pz = pi"g 也 是 对 对 象 集 X 的 一 个 上 色 上 映射. 
十 多 1 吾 ((G,") 是 对 称 群 S, 的 于 群 , g| 与 op 是 对 象 集 氏 
= 并 ,2,…,n| 到 色 集 C=1C),C,,…,C,| 的 上 色 有 映射 , 且 存 在 置 
换 gEG, 使 得 pw-g = 92, 则 称 gi 与 pz 有 相似 格式 , 记 成 
PII Pp2.L) 
显然 ,有 相似 格式 的 上 色 映 射 构成 一 个 等 价 类 . 
事实 上 ,在 同一 个 等 价 类 中 的 每 个 上 色 映 射 , 用 了 哪 几 种 颜 
色 ,每 种 颜色 用 了 几 次 (对 n 个 对 象 染 了 该 种 颜色 ) 是 一 样 的 ,我 
们 称 同 一 等 价 类 中 这 些 上 色 映 射 有 同样 的 染色 方案 . 
定理 (Pelya) 设 (G, "是 对 称 群 S, 的 子 群 ,用 sn 种 颜色 对 
n 个 对 象 上 色 , 不 同上 色 方 案 的 个 数 为 


P(G,m) = Tom + més) + 0 + rm)) (2) 
| Dj pte tae (3) 
|G| 让 丰 人 


其 中 G= |g1,g2,…,gp| ,4(g,) 是 gi 中 轮换 的 个 数 ,i =1,2,…,p. 
证 说 不 同上 色 映 射 组 成 的 集合 为 A, 则 | A|= zm. 设 人 T， 
是 如 下 的 A 上 的 置 模 群 ,YY gEG, 仅 当 gp 授 过 pl g; = pz 时 ， 
ft Pp1) 二 gp2 ,其 中 PD] 与 {7 是 有 中 两 个 元 素 ,1; EE 1. 
沾 难 看 出 ,<T,*) 中 独立 轨道 的 数目 即 木 同上 色 方 案 的 个 数 . 
由 Burnside 公式 知 


P(G,m)= TFT= 人 > AD)， 
ft 疡 全 


其 中 a(t) 是 了 中 置换 z 的 不 动 点 之 个 数 ; 而 A(C4) = maCs) 其 中 
六 1 Bi PP2 时 ,去 (en = Ya P11 WCA,tCEC 1 一,2……， 力 . 故 
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PlG, nm)= TET Co + pas 十 :十 mm et), 
-了 


又 因为 4) ars) tA) 1 Tt 其 中 4;(g) 是 置换 ;中 
长 为 7 的 轮换 的 个 数 ,i 一 1,2,: 站 


P(G,m)= To Dm er tA 人 
证 毕 ， @ 
例 1 电 风 扇 { 吊 扇 ) 由 三 个 全 等 的 风 
叶 和 中 心 处 的 电机 包 组 成 ,每 两 个 风 叶 间 的 
夹 角 120, 见 图 3.4. 今 欲 把 两 种 花样 不 同 (2 ) (3) 
的 商标 贴 在 风 叶 或 电机 包 上 ,每 个 风 叶 上 和 
电机 包 上 至 多 贴 一 个 商标 , 问 有 儿 种 贴 法 ? 3 4 
解 此 题 相当 于 用 加 =2? 种 颜色 对 ” 
=4 个 对 象 进行 上 色 , 上 色 映 射 的 个 数 为 |A| =2*=16, 其 中 及 是 
上 公映 射 集合 ,设想 把 16 个 贴 好 商标 的 风扇 排 成 一 横 排 ,每 个 上 
面 有 一 种 上 色 方 式 , 生 16 个 风 肩 上 对 应 的 风 叶 平行 , 见 图 3.5.， 
考虑 置换 群 i:G,°),G= gi, pg, gl， 


1 -2 
"81 I] 2 3 4 


= (1)(2)(3)(4), 


| 1 2 3 4 
0 :82 7 3 1 |) 


= {1 2 3)(4), 


1 2 3 4 
83 1 2 | 


= (132)(4)， 
MBi 48g2)=2,AUgi=2, 代 入 Polya 公式 (1) 得 


P(G,m)= TE me + para Ba 十 rm 83) ) 
= 六 (24+22 二 22) 一 8 
3 
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Se) (OA) OD GO 
OOORORORNOROCORMNG 
pL tt p15 年 怀 
图 3.5 


即 不 同 的 贴 法 有 8 种 {能 重合 者 算 一 种 ) 见 图 3.6; 

例 2 求 已 标志 的 完全 图 K; 的 所 有 不 同 构 的 生成 子 图 . 

解 设 V(K;)= vis V2, v3!, E(Ks)= {el = viv2, er = vi 
”383 二 22031， 见 图 3.7. 考 虑 用 两 种 颜色 对 EE(K3) 进 行 着 色 , 取 
置换 群 4S 好 ,。 ,其 中 号 经， 一 i(e) (es) (ers), (ele2zea] (eae2el), 
(eea)tery), (ees) (les), (ezer)( el)i ,每 种 “上 色 方 案 " 中 染 了 第 
一 种 颜色 (或 第 二 种 颜色 的 边 )? 的 边 构成 的 生成 子 图 即 为 所 求 ， 
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EAE 
A 


图 3.6 
| SY"| =6,m=2,A{((e) (es)(e3)) = 
3,A CCerees)) = 1, a(t(esere1)) = 1,. 
((e123) ea =2,At{(ees) (e3)) = 2,A 
((ezea)te1)) = 二 2, 代 人 ye 人 


PlG,m)= 加 


十 tp) 


(pr NS) 十 pp 


= 车 (23+21+21 二 22+ 图 3.7 
22 + 22)=4, 
即 不 同 构 的 生成 子 图 有 四 个 , 沪 图 3.8. 
一 般 而 言 ,车 求 已 标志 的 完全 图 K, 的 所 有 不 同 构 的 生成 子 
图 , 则 应 考虑 用 两 种 颜色 1Ci, C2| 对 不 芒 条 边 进行 着 色 , 取 慎 
摘 群 4 后 ,。》 汶 Cr 一 | e1y 62， 下 33 atu) ; 歼 出 《如 ， -中 置换 请 
单 , 且 把 它们 表 成 轮换 积 的 形式 , 且 数 出 每 个 置换 g 的 4(g), 再 代 
人 Polya 公式 即 可 . 
多 于 利 杰出 数学 家 GPalya(1887 一 1985) 关 于 相对 于 给 定 置 
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换 群 的 不 等 价 态 的 计数 理论 是 离散 数学 中 极为 精彩 的 理论 成 果 ， 


但 是 ,正如 我 们 在 例题 中 看 到 的 , 列 出 那个 置换 群 的 元 素 清 单 , 往 
往 要 涉及 到 阶 莱 ,于 是 欲 具体 执行 这 一 计数 过 程 ,空间 复杂 度 与 时 
间 复 杂 度 都 是 致命 的 障碍 ,这 里 再 一 次 暴露 了 理论 的 优美 与 其 应 
用 的 乏力 之 间 的 矛盾 ! 


C) 


习题 二 


1. 证 明 :S, 的 每 个 子 群 或 者 全 部 由 偶 置 换 构 成 ,或 者 奇偶 置 
摘 各 占 一 半 . 

2.44 是 全 体 4 元 避 置 换 构成 的 群 , 列 出 44 的 元 素 清单 . 

3. 求 53 的 一 切 子 群 . 

4. 下 列 各 群 ,是 循环 群 吗 ? 是 , 则 列 出 其 生成 元 . 

G1 = 0Q,+7),06G2 = (67,+),0G3= (16 EZ .其 中 
是 有 理 数 集 ,Z 是 整数 集 . z 

53. 是 6 阶 循环 群 , 求 其 生成 元 和 所 有 子 群 ， 

6. 证 明 :; 只 有 一 个 生成 元 的 循环 群 ,至 多 含 两 个 元 素 . 

7 ,正方形 ABCD 绕 过 其 中 心 与 此 于 方形 所 在 的 平面 垂直 的 
币 旋 转 0 ,90" ,180" 270 所 得 到 的 全 体 置换 是 否 构成 置换 群 ” 如 
采 以 它 的 四 条 对 称 纯 翻转 180" ,所 得 的 置换 全 体 是 否 构成 一 个 置 
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换 群 ? 

8. 指出 对 称 群 $54 的 上 辊 类 ， 

9. 求 对 称 群 5S4 的 轨道 O04 和 稳定 核 五 ,. 

10. 已 知 等 边 三 角形 入 ABC ,用 三 种 颜色 对 其 顶 主 色 , 问 有 多 
少 种 上 色 方 案 ? 

11. 对 正四 面体 的 四 个 硕 A ,B,C,D 用 四 种 颜色 上 色 , 有 多 
少 种 土 色 方案 ? 

12. 求 标志 图 Ka 的 不 同 构 的 生成 子 图 的 清单 . 

13. 对 正六 边 形 的 六 个 顶点 A,B,C,D,E,F 用 四 种 颜色 进 
行 着 色 , 有 名 少 种 上 色 方 案 ? 

14. 一 项链 有 十 上 晰 珍珠 ,用 三 种 颜色 对 珍珠 上 色 , 有 多 少 种 上 
色 方案 ? 


3.6 图 的 群 


3.6.1 图 的 自 同 构 群 

定 尺 1 设 GCV,E) 与 G'(V ,EBE') 是 商 个 有 问 图 ,车 存在 双 
射 ec: V 一 VW 和 由 s 导出 的 映射 s: Vx V>V x V ,使 得 zfz ,YY) 
= to(r), oly)) ,ryEV,o(E)=E,N 称 (o ,a) 为 同 构 峰 射 .G 
《V, 巨 ) 到 自 二 的 同 构 上 映射 称 浆 自 同 构 , 它 实 际 上 是 保持 相 邻 关系 
的 一 个 置换 . 

CCV ,三 ) 的 全 悼 目 同 构 喘 射 组 成 的 集 台 上 定义 溢 法 为 署 换 
积 , 所 成 的 置换 群 称 为 GG( V,E) 的 自 同 构 群 , 记 成 Aut GCV ,EE). 
[ 

仿 定 儿 1, 可 定义 无 问 图 的 自 同 构 群 . 

下 面 把 (so,o) 简 记 成 o. 

定理 1 人 zx,yEV,oEAut G(V,E),G(V,E) 是 有 问 
图 ,出 gCr,y)=d(go(tzx),oly)), 其 中 (u,v) 表 示 GLV,E) 中 
碎 顶 i 到 项 的 距离 . 
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(i) zxzEV,oEAu GCV,E), Vt)= |y|yE V{G),a 
(ry)= 计 , 则 of V(r))=V (olx)), 从 而 V(x) 与 (g(x)) 
才 出 同 构 子 图 . 

Ni rEVIG),EAut G(V,E), 则 d+:{(r)= drt(yo 
(Cx)). 

证 (i) 当 xz 到 yy 有 一 条 长 mx 的 有 向 胃 P(x,y) 时 ,ao (x) 
到 oly) 也 有 一 条 长 m 的 轨 , 所 以 d(o(zx),e(y)) 坊 d(x,y). 由 
于 是 目 同 构 , 所 以 反 过 来 也 有 ad (x,y) 坊 d (o (x+),g{y)), 故 
d(xriy)=d(o(r),o(y)). 

ti oly Eo V(rNOyEV (Sa(zr,y)=i, 和 (1), 
dla(r),o(y) -iGo(y)E Vi(o(r)), 喜 知 o(V(zr))= V(o 
zi 由 于 5 保持 要 邻 关系 ,所 以 Vi Cr) 导 出 的 子 图 在 s 作用 下 
变 成 V,tolxz)) 导 出 的 子 图 

Qn) 和 (ii 中 令 二 =1 则 知 2Yr)= 过 + (ot 工 )), 因 为 
dz {xz)=|Vi(x)|, 证 毕 . 

定 惠 2 Aut G(V,E)= Aut G(V, 丐 ), 其 中 G 是 有 向 
贸 , 宇 是 把 天 中 每 边 之 方向 反 向 得 到 的 有 和 启 边 集 . 

证 oAut G(V,E) 时 ,有 

(zy) EE YT) E Eo(y),or)) EF 
(or),o(y)) EE. 
可 见 cEaAnut GCV,E), Aut G(OV, ECAut Gt VV 下), 同 理 可 有 
Aut GVY,E) 守 Aut GCV,E), 让 毕 . 

定理 3 G(Y, 已 ) 是 无 图 有 向 图 时 ,Aut G{V,E)=Aut 
CVD) 其 中 全 (7, 王 ) 是 GCCY ,BEI) 之 补 图 . 

证 设 s€EAut G(V,E), 由 于 (x,y)EE(r,y) FE 
(ol(x) ,olyN) EE ESCe(r), oly) EFE,PM Aut G(V, EC 
Aut G(V, 正 ); 同 理 可 有 Aut GCV ,和信 ) 守 Aut G(V,E) ,证 毕 . 

定理 3 对 无 向 图 亦 成 立 . 
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定理 4 TAut G(V,E)| pl!, 其 中 p=1V(G)|,G 是 有 向 
图 . 

证 ”由 Lagrange 和 定理 ,定理 3 成立 ,证 毕 . 

定理 5 _G(V,E) 是 户 顶 有 向 图 ,把 V 中 顶 从 1 到 户 编号 ， 


得 不 相同 的 有 标号 的 图 共 TA 7 如 -I 个- 
Dt 他 (五 )| 

证 由 于 |V(G)|= pp, 对 WV(G) 中 顶 编 号 有 p! 种 不 同 的 纺 
法 .但 在 sEAut GC(V,E) 下 相应 硕 有 同样 编导 的 两 种 编 法 所 得 
的 项 点 有 编导 的 图 ,事实 上 是 完全 相同 的 ,所 以 定理 5 成 了 并 ,证 毕 . 

定义 2 设 G(V,E) 与 G(V ,EB ) 是 两 个 无 癌 图 , 仔 在 双 射 
六 :一 下 ,使 得 GCV.E) 中 相 邻 的 两 边 e 与 在 y 作用 下 之 和 在 
GCV ,EE 中 仍 相 邻 ,反之 ,G(Y ,FE') 中 相 邻 的 边关 于 gy 的 原 象 
在 GCCY,E) 中 也 相 邻 , 划 称 GEV ,所 ) 与 GV ,EE ) 是 边 同 构 的 ， 
op 称 为 GCV ,EE) 天 GEV ,EBE') 的 一 个 边 同 构 映射 . 

cf ,五 ) 到 自身 的 边 同 构 称 为 边 自 辣 构 ， 

在 去 换 ( 边 自 同 构 即 保持 相 邻 关系 的 置换 ) 乘 法 了 ,人 (0Y ,上 上 ) 
的 全 伍 边 自 癌 构 构 成 的 群 , 称 为 GC{V, 玉 ) 的 边 自 同 构 群 ,简称 
GCV ,万 } 的 边 群 , 记 成 Aut1GtV,E}. 咒 

同 构图 必 吓 边 同 构 的 ,反之 则 本 必 成 立 . 

例如 上; 与 4 项 星 是 边 同 构图 ,但 不 是 同 构 图 . 

定 沁 3 由 无 向 图 G(V,E) 的 和 白 同 构 导出 的 边 自 同 构 人 全体 ， 
在 置换 局 法 下 构成 的 群 , 称 为 GG(V,E) 的 导出 边 群 , 记 之 为 Aut” 
G(V,E).0 

定理 6 GG(V, 玉 } 是 无 向 连通 图 , 则 Aut G(V,E) 生 Aut” 
GEV , 忆 ) 的 充电 条 件 是 GEOV ,EE) 守 KK, 其 中 |V(G)| 实 2.， 

证 ”和 由 于 AutKy 守 Sy,Aut” 所 时 $1; 所 以 必要 性 是 明显 的 ， 
为 证 充分 性 ,必须 考虑 | V(G})| 宇 3. 由 连通 性 知 | E(G)| 之 2. 

定 尽 出 Aut GEV,E) 到 Aut” GCV,E) 的 映射 $, YoE Aut 
GCV,EY, 则 $fo)=o* ,其 中 o* 是 由 go 导出 的 G(V,) 的 边 自 
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局 构 , 下 面 证 明 风 是 一 个 群 同 梅 .由 Aut”G(V,E) 之 定义 ,可 知 
上 是 满 射 .下 证 让 是 一 -一 的 ,事实 上 ,者 ctoEAntG(Y,E), 且 
51 天 0, 则 有 wE YIC) ,使 得 olf(z) 天 afp), 膨 设 2 是 GECV ,EE) 
中 与 相 邻 的 顶 ,那么 , 若 so1(w) 关 52(0) ,或 ci 人 天 oo 对 
于 边 f= wv 会 有 上 (人 ( 门 关 ay ( 门 ,于 是 我 们 设 ctfCo)=oato) 及 
cifat)=oofta) 辣 时 成 立 .由 对 CCY,E) 的 假设 知 , 必 有 一 须 wwE 
V{CG) io 至少 至 wm 之 一 相 邻 , 且 ww 外 u,v!l. 帮 让 = wwEEFE 
(GO), 训 og? (7 于 oz (六 ); 攻 站 二 uw EE(G),NM oar (fr) 2 
《PP 从 而 相关 aa ;因此 $$ 是 一 一 的 . 

下 面 证 明 # 是 保持 运算 的 , 即 对 任何 FEE(G), 忠 有 
bacon f= Po) po) ; 令 f= uv 有 令 eat 一 下 
rv) = ,ou )=w ,ov )=v 那么， 

$ioon){ f= $a) uv) = orm) uj (ag)tv) 
ou ov )=uv. 
CH Roa = po (po) uv ) 
= oa) ot ud) ot vo)) 
=($(oa (luv ) 
=ou at 太史， 
可 见 多 梨 持 运 算 ,Aut GEJS2Aut CGOY ,EE) ,证 毕 . 

推论 1 GC(V,E) 是 |V| 实 2 的 无 向 图 , 则 Aut CUI)E2 
Aut” CCY ,五 ) 的 充 要 条 件 是 GCCY , 王 ) 无 与 &2 同 构 的 连通 片 ,也 
不 售 两 个 或 两 个 以 上 的 狐 立 项 . 

定理 7(Whitney) 设 #$ 是 由 连通 无 问 图 Hi(V(H)， 
EE{H|)) 到 连通 无 向 图 HH;( V(H2),E(H2)) 的 一 个 边 同 构 ,HH! 不 
是 图 3.9 中 的 图 G1 ,G2, G3, G4 Gs 的 某 一 个 , 那 末 上 就 是 从 万 
到 FH; 的 某 个 同 构 映 财 导 出 来 的 . 

第 一 种 情形 , 设 wo EE VCHL) ,4d 《v0} 写 4,01, v2， ,Vdtw) 古 
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vo 之 六 项 ; 设 各 wowv;)=ei,i 二 1,2,"',d( wo) ,由 于 边 子 集 | wow 
|i 三 1,2,…,d (wn) 中 的 边 两 两 相 邻 ,所 以 E(HH;) 中 的 边 子 集 fe; 
1 二 1,2,… ,qtwo)|) 也 是 两 两 相 令 的 .由 d (vo) 实 4, 故 存在 uo 
E VIH2) 写 1e,|i=1,2,…,Qd(vw)! 中 的 每 边 相 关联. 记 e = 
ouis? 二 1,2,"… ,dd(vo) ,假设 在 Hi 中 vw; 与 wv; 相 令 (i,j 关 0), 堵 
么 ,Hz 中 的 边 由 wm) 与 wou; 及 unu 中 的 每 边 相 邻 ,但 不 与 
uous 相信 (全 关门 ,从 而 得 $vw0) = wi,y 今 Al= | vp, vis 

Vat) | ;Bi = } un; U1,**, ual | ， G (AI,E(A) 与 G (BI, 
E(BW)) 分 别 是 A1,B1 在 Hi 与 HF 的 导出 子 图 ,那么 ,由 p(w;) 
二 wti 二 0,1,2,…rd(wo)) 所 定名 的 映射 ABI 便 是 这 两 个 
子 图 则 的 一 个 同 构 , 记 加 是 由 生 导 出 的 这 两 个 于 图 间 的 边 同 构 ， 
可 以 看 出 ,$8 是 名 在 ELA1) 上 的 一 个 限制 .如 果 GCAL,E(A1)) 
就 是 互 , ,我 们 的 证 明 就 完成 了 .不 然 ,由 二 | 之 连通 性 ,在 V(H,) 
-4 中 有 一 顶 va y+ waco)+1 写 G(A1,E(A1)) 中 某 醒 wv 机 
分 ,多 设 忆 是 Gl(Ai,E(A1)) 中 与 已 相 邻 的 一 个 顶 , 边 
Bvtato)+1) 信 E(B1), 但 它 与 G{Bi,E(B1)) 中 的 边 pvv,) 一 
ut; 相 邻 , 因 此 在 互 : 中 有 一 个 w+ 它 丰 属于 Bl 且 能 使 
(wd 或 是 uda+1 或 是 usdtd +1; 串 是 边 povr+1) 同 Us 以 及 
G(B1,E(B1)) 中 每 条 与 ww 关联 的 边 丝 相 邻 , 且 除 了 www; 外 不 同 
G(B1,E(B1)) 中 ws 关联 的 别 的 边 相 邻 , 因 为 x, 与 &, 中 至 少 一 

顶 在 G(B1,E(B1)) 的 次 数 不 小 于 2, 于 是 得 由 pp) = wusri. 


人 站 大 今 人 


Gt Wi, Ei) tt Fi, Ey) tal Vs, FE) Ga T Fa) ef Fs, Es) 


图 3.9 
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上 述 讨论 可 应 用 于 五 , 中 连接 mw 与 A 中 某 一 顶点 的 每 一 
条 边 .内 此 , 当 via lHDN(USISd (ng)), 有 由 (oo 
= tt: 令 As=AlUtlvtil ,B= BUiwii|,; 并 扩充 上 面 定 
疼 过 的 映射 yy, 使 War = ws+1; 那 么 yy 是 连通 图 G(A,,E 
(有 2)) 到 连通 图 G(B3 ,E(B2)) 的 一 个 同 构 .此 外 ,y 还 导出 这 两 
个 于 图 则 的 边 辐 构 加, 后 者 是 名 存 ELAs) 上 的 限制 .如果 G(A,， 
(43 庆 = 也 ,让 明 已 经 完成 ,否则 ,可 仿 上 -- 步 步 进行 下 去 直至 
得 到 子 图 (Ap ,E(tA,_ 0) 与 GB, a E(B,-4)), 其 中 包 = 
= a EA a)), Hi= G(B,a,E 
(B, -3 这 时 ,网 已 扩充 为 由 五 | 到 昌 ; 的 同 构 ,而 #5 则 是 由 导 
出 的 连同 构 . 

第 二 种 情形 . 假 捞 全 (五 0) 扫 3, 人 入 (万 )) 表 示 媚 | 的 顶 次 数 最 大 
值 . 这 时 我 们 可 以 假设 有 z0E Vi),d(v)=3, 因 为 玉 | 是 畔 或 
不 同 于 C; 的 轿 时 ,定理 的 结论 显然 已 成 立 . 设 vj ,v2,vw3 是 wo 的 
邻 顶 .由 Al= wo0, vi; v2,v3| 导 出 的 子 图 要 么 是 图 1 中 的 G; ,要 
么 征 G;(i =3,4,5) 之 一 .由 定理 之 假设 ,G(A1,E(A1)) 是 HI 的 
只 子 图 .由 五 ! 是 连通 图 , Hi 至 少 有 -一 顶 wy 入 Ai, 它 与 41 中 vp 
以 外 的 某 顶 相 邻 ,不 妨 设 与 vl 相 邻 . H, 中 的 边 #( mm124) 与 按 
pCvovi) 相 邻 ,但 与 边 $(vo0w2) ,$Cwovw3) 都 不 相 邻 .这 说 明 在 万 ， 
中 边 vov,)(i 二 1,2,3) 不 形成 三 角形 ;而 这 三 条 边 又 是 两 两 相 
部 的 ,所 以 它们 都 与 晶 ; 中 的 一 个 项 uo 相关 联 , 令 $5 (vov,) = 
oisil 三 1,2,3; 对 ELA1) 中 的 每 条 廊 vv (tj 和 0), 韭 ; 中 的 边 
pvv} 同 时 与 wou, ,wou 相 侣 ,但 不 与 别 的 同 wo 关联 的 边 相 领 ， 
邦 $viw))= wiwj. 记 B= |unsupy ua als Biv) = w,,i=0, 
1,2,3, 来 定义 映射 上 :Al 一 B1,# 便 是 连通 图 G(AI1,E(A1)) 到 连 
通 图 G(B1,E(B1)) 的 一 个 同 构 , 此 外 ,yy 还 导出 G(A1,E(A1)) 
到 G(B1,E{B1)) 的 一 个 边 同 构 页, 由 是 名 在 E(A1) 的 限制 .与 
第 一 种 情形 一 样 地 可 知 定理 此 时 亦 成 立 ,证 毕 . 

定理 8 无 向 图 GCV,E) 中 ,E(G) 关 6@, 则 AuuG(V,EE) 笃 
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Aut”G(V ,EE) 的 充 要 条 件 是 

(1) 图 1 中 的 G1 与 G, 不 全 是 G{V,EE) 的 连通 片 ， 

(2) 图 1 中 的 G3,G4,Gs 都 不 是 G(V ,EE) 的 连通 片 . 

证 充分 性 的 证 明 如 下 : 设 GtV ,EE) 满 足 条 件 (1) 与 (2), 由 
村 Aut G(V,E) 是 Aut GCV,FE) 的 子 群 ,所 以 内 要 征明 G(YV， 
FF) 的 每 个 边 自 同 构 必 定 是 从 G(V ,EE) 的 一 个 自 同 构 导 出 就 行 
了 .如果 G(V ,EE) 是 连通 图 ,由 定理 2 至 定理 7 立即 得 Auti 
G{(V,F)OAut CG(V,E). 

大 G(V ,EE) 是 不 连通 图 , 设 a 是 GCV,E) 的 一 个 边 自 同 构 . 
因为 对 G(4Y ,五 ) 的 每 个 非 平凡 连通 片 日 , G(V, 玉 ) 的 由 
cft 了 (五 )) 形 成 的 子 图 4a( 瑟 (五 ) 庆 仍 是 G(V,E) 的 一 个 连通 片 . 
如 果 互生 Gj( ED 或 2G:0V ), 则 有 几 GCY,E) 满 足 条 
件 人 1) 知 太 电 Ca(E( 和 7))), 因 此 ,如 果 把 限制 在 百 .s 就 是 从 二 
的 某 个 自 同 枸 导出 的 . 如 果 雪 即 不 是 (VE 又 不 是 
Ga( Vo; 上 7) ,那么 由 条 件 (2) ,HH 闫 GG (V,E,),i=1,2,3,4,5; 由 
定理 7, 旭 果 把 a 限制 在 上 妾 上 , 则 “ 是 由 坊 的 某 个 自 同 构 导 击 的 . 
把 上 述 讨论 应 用 于 GCV ,EE) 的 每 个 非 平 几 连 遂 片 上 , 便 知 a 是 册 
G(V, 玉 ) 芍 某 个 自 同 构 导 出 的 ,从 而 AuLG(V,E) 必 Aut* G(YV,， 
EE) ,证 年 ， 

推论 2 该 CUVY, 乒 ) 是 非 空 连通 无 向 图 , 则 Auu GCV,EE) 笃 
Aul GV,F) 的 充 要 条 件 是 G(V,E) 不 是 GV ,下 ,1 =3,4， 
5. 

推论 3 GOV,E) 是 连通 无 向 图 , | YI1G)| 三 3, 则 AutG(Y， 
FAutetY :天 ) 和 An etvE) 巨 相同 构 的 充 要 条 件 是 
GV,E) 不 是 G,( Vi,E),i=3,4,5. 

3.6.2 有 限 群 的 Cayley 图 

前 面 已 经 看 到 ,对 于 每 个 图 ,都 联系 着 某 些 群 , 反 过 来 想 ,对 于 
每 个 给 定 的 有 限 群 , 是否 联系 着 某 个 图 ?一 个 阶 数 大 于 1 的 群 G 
称 为 由 非 间 位 元 hi1,h2,… ,hh 生成 的 (5 称 为 三 的 生 
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成 元 ) 是 指 G 的 每 个 元 素 皆 可 表 为 这 些 生 成 元 的 一 个 有 限 积 , 显 
然 ,每 个 阶 数 大 于 1 的 有 限 群 都 是 由 有 限 个 生成 元 生成 的 . 

定义 4 GG 是 阶 数 大 于 1 的 有 限 群 ,全 = hh2,… ,hi| 是 如 
的 生成 元 集合 ,Da(G) 是 一 个 有 向 图 ,Da(G) 的 项 集 由 G 中 元 
素 组成, 把 每 个 生成 元 hh 视 为 一 种 颜色 ,对 于 gl, ec ,在 
Da( 如 ) 中 有 一 灯 a, 色 的 有 癌 边 (gi1,82), 当 且 仪 当 EI = g1* hi 
有 Da(G) 中 的 边 首 染 成 全 中 的 某 种 颜色 , 则 称 有 问 图 A(tG) 是 
群 G 关于 全 的 Cayley 色 图 ,简称 Cayley 图 . 口 

如 果 ht= ee,e 是 单位 元 , 则 当 gy = gosh 时 ,si = g2° 有 ,这 
时 在 Cayley 图 中 同时 会 &; 色 的 两 条 边 (g1,g2) 与 (8g2,g1) ,这 时 
可 以 把 两 条 有 向 边 写成 一 条 无 向 边 g1gs 的 形式 . 


例如 G= Ss, 公 = 1a,bl, 其 中 = (3 5= 


2 3 1 
1， 1 ;), 则 Cayiey Da(G) 如 图 3.10 所 示 . 

如 有 果 阶 数 太 于 1 的 有 
限 群 G 的 生成 元 集合 公 合 
G 中 全 部 韭 单位 元 , 则 
Da( 全 ) 中 每 二 顶 gl, pg? 日 
同时 存 夺 有 癌 边 68 ,gs2) 和 和 
(g2,81)( 两 者 未 必 同 色 )， 
这 上 时 Da(G) 是 一 个 完全 有 
向 图 . 

对 于 Cayley 图 所 
Da(G), 它 也 有 自 间 构 群 
Aut(Da(G)), 如 果 a EE 
Aut Den(G)) ,对 Y(g1,g2) 人 EE(DAa(G)) ,使 得 (g1,g;) 与 (agi， 
ag2) 同 人 色 , 则 称 x 是 保 色 的 ， 


图 3.10 
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容易 证 明 ,Da(G) 的 一 切 保 色 的 自 间 构 组 成 Aut( Da (G)) 
的 子 群 ;: 昌 不 难 证 明 下 面 定 理 ， 

定理 9 设 G 是 阶 数 大 于 1 的 有 限 群 ,全 是 G 的 生成 元 集 
合 ,又 设 上 是 万 <(G) 顶 集 的 一 个 置换 ,au 是 Da( 如 ) 的 一 个 保 色 自 
同 构 的 充 归 条 件 是 ,对 每 个 gEG 及 hEA,a(gh)={a(g))h. 

定理 10 De(G) 的 保 色 白 同 构 群 同 构 于 群 G、 

证 设 G=igi,g2，… ,gpl; 对 于 i 二 1,2,…, pp, 定 义 
Da( GG) 邮 集 的 置换 a; 如 下 :oi( gw) = gign 77 二 1,2,…,p. 由 于 
G 是 和 群 ,所 以 ui 是 一 一 的 满 射 . 设 有 EE 公 , 则 对 每 个 i,1 志 1 过 p 和 
每 个 pr ,1 把 m 志 pp， 

ai( Bmh) = gi (gn) = (gE)h= {a( gm))h, 
因 厅 ,由 定理 9,a 是 Da(G) 的 一 个 保 色 自 同 构 . 

下 面 验证 由 $(gi) = a; 定义 的 映射 了 是 由 G 到 吃 。(G}) 的 保 
色 自 同 构 群 的 一 个 同 构 .这 个 映射 显然 是 一 一 的 ,因为 i 关 i 时 ,a; 
za 

为 证 明 上 保持 运算 , 令 g,g;EG, 有 gg) = g4, 则 $(gig,) = 
PB) 一 ar, 而 lpgi) tg,) 一 Gd, 可 是 对 于 每 个 m, ] 二 : 呈 p, 
a gm) = gigm 此 外 ,Bag = (SET)Bm = Bi( lm) = ai (ggm) = 
di (gm) 二 (aiay)(gw) .因此 ,对 每 个 my ,1 寺 m 和 pp, a (gm) = 
Caia)(gm) 所 以 a = aia; ,这 就 是 说 pggs)=($(g))($(g))). 

最 后 证 明 # 是 满 射 , 设 & 是 Pa(G )} 的 一 个 保 色 自 同 构 , 下 面 
要 证 明 必 有 某 个 i,1 志 i 所 pp, 使 得 a = a;; 假 设 alg1)= gifgl 是 
G 中 单位 元 ) ,又 设 g,, EG, 则 g 可 以 表 成 生成 元 的 某 个 乘积 ， 
例如 gm 二 直人 1 二 1 ,2,…,t ,于 是 

a(gn)=a(gign) = a(gihih2"h,), 
还 识 应 用 定理 9 得 
CS 二 【81 有 1] 而 2 站 一 (afgI))gw = gpm 
= gi( gm), 
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于 是 x = cl ,证 毕 . 

定理 11 Cayley 图 弱 连 通 . 

证 设 Da(tG) 中 从 = 1 和 hh hi ,G= |g1,82; Bp!)， 
其 中 g1 是 单位 元 e. Y gEG, 则 gg 二 上 ,hi ，…,h; ,于 是 e= 
gg !== gh, hhi ,可 见 g 和 e 做 为 DA(G) 的 顶 ,存在 从 g 到 e 
的 有 问 轨 ,由 g 的 任意 性 ,D<f1G) 弱 连通 ,证 毕 . 

定理 12(Frucht) 对 每 个 有 限 群 6G, 存在 一 个 无 向 图 
有 (VYV,E), 使 得 AutH{VY,G) 蛙 5. 

证 已 是 一 界 群 时 ,Aut( 民 1 ) 综 后. 下 面 考 虑 高 于 1 阶 的 有 限 
群 (G,*),G = [gis E29"", Ep| ,全 二 1h1,h2,…, 上 ,| 是 有 限 群 G 
的 生成 元 集合 ,我们 先 构 作 Cayley 图 DaA(G). 由 定理 10,DA{G) 
的 保 色目 间 构 群 与 G 同 构 .下 面 把 Das(G) 转 化 成 一 个 无 向 图 
HCV,E): 把 Da(tG) 中 颜色 为 hi 的 有 向 边 (g;, gg) 用 无 向 轨 
guott sgi 代替 , 且 从 项 点 u; 起 作 一 轨 P, ,其 长 为 24 一 2, 从 顶 ze， 
起 作 一 轨 已 ; ,其 长 为 2k 一 1. 对 DatG) 的 每 条 有 向 边 丝 如 上 处 
理 , 见 图 3.11, 容 易 看 出 ,在 上 述 构 作 出 的 无 向 图 太 中 ,可 以 读 出 
De{G) 中 每 边 方向 及 颜色 , 且 DG) 的 每 个 保 色 上 自 同 构 自 然 导 
出 五 (4 VY ,EE) 的 一 个 目 同 构 , 反 之 亦 然 ,证 毕 . 

定理 13 对 于 纵 定 的 n( 实 3)} 阶 循环 群 G, 必 存在 三 次 正则 
图 H(V,E), 使 得 AutH(V,E) 生 G. 

证 构 作 HCV,E) 如 下 :VCH)= | wi, vs vw ,Tis Yis zili= 
1 ,2 ev Hy Wi UD Wr Wz YZ, EE E(H),i=1, 
2 RY Ut EC(H),i=1,2, ,nC 1;rr,, rr,+1e 
EH),i=1,2, ,nn—1. 

可 见 4(v) 三 3,vE VIH), 即 H(V,E) 是 三 次 正则 图 . 

这 zaE 瑟 (YE)m 与 二 边 e] ,es,es 相 关联, 记 nl 是 含 v 的 
民 小 图 之 长 ,x2 是 合 vv 的 男 一 圈 之 长 , 3 是 合 vw 的 最 大 图 之 长 ， 
把 Cp, pe,p3) 称 为 顶 w 在 日 (V,FE) 中 的 类 型 ,车 只 有 两 个 圈 舍 
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则 记 成 人 0; ezy po) 类 , 耕 只 有 一 个 圈 傅 Dy 则 记 成 (0,0, 563) 尖 ， 


8 上 a) Ss tt) 下 1 S| 
hs 

人 一人) 下 

pg pp & u J 上 
ha 

0 -一 一 一 全- 

8 | 吾 ， Mi 下 Ei 

阁 3.11 


在 我 们 构 作 的 百 (V ,EE) 中 ， 

2 zi 是 (3,4,5) 交 型 的 ;wv 是 (人 4,7,9) 类 型 的 ; 

ww 是 (4.7, 力 类 型 的 ;yw 是 {3,7,8) 类 型 的 ， 
(1 7,7) 类 型 的 , 当 # 委 7 时 ; 

并 同 | 7 过 7 所 11 时; 
(7,7,11) 类 型 的 , 当 nn 之 11 时 . 

由 瑟 (VW, 世 ) 的 造 法 容易 证 明 下 面 定义 的 映射 a€ AutH(V ,FE): 
a( wu,) = Wi at) = nur, 
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中 TD) 人 

Qa) = tw a ;= 

三 人 二 

下 人 3 二 91，Q yi) = yl 

on) = 2 A(T) 
i 二 1,2,…,n 一 1. 由 此 可 推 知 a EAutH(V,E),i=1,2,"…,， 
且 当 日 术 当 i 三 j{modn) 时 , 才 有 a'=e. 

设 8EAuLHLV, 玉 ) ,我 们 要 证 明 对 某 个 i,1 志 i 人 nn, 有 户 = 
. ,这 就 证 实 了 AutH(V,E) 是 由 a 生成 的 x 阶 循环 群 ,为 此 ,分 
两 种 情形 讨论 . 

情形 1 8(vw10)= wi; 由 于 1;ww1 ,和 9 与 vy 相 邻 , 且 具有 不 癌 
类 型 ,因此 在 8 作用 下 ,它们 不 变 ; 对 wi 作 同 样 论 证 ,可 得 B(y1) 
= y],B(z1) = zj. 出 于 wi 与 zi 同 在 8 下 不 变 的 顶 wi 相 邻 , 且 mm 
与 zl 在 8 下 也 不 变 , 又 知 8(x1) = zl 因此 脚 标 为 1 的 顶 在 8 下 
都 不 变 . 

顶 本 ] ;全 |] 与 Tn 都 与 yn 相 邻 ;由 于 在 BF vr, Yl 都 不 变 ， 
所 以 ww 也 不 变 . 再 从 zw 开始 , 便 可 椎 知 一 切 脚 标 为 n 的 项 在 8 
下 不 变 . 由 此 可 推出 让 vw .1)= vw-1; 如 此 下 去 , 便 可 得 HUV,E) 
的 全 部 顶 在 8 下 不 变 , 从 而 8 是 AutH(V,E) 的 单位 元 ,或 者 说 有 

情形 2 BCw1) 隆 vj. 由 于 wi 的 类 型 与 其 它 顶 不 同 ,所 以 必定 
有 Bo)=z: 是 满足 2 所 j 志 nn 的 某 个 整数 .但 我 们 知道 ,wm 
(Cv) 三 名; 因此 ,Ce 1 18(w1)= wi, 由 和 销 形 1,(e') B= a"， 
于 是 8= o ,证 毕 . 


习题 三 


1. 从 和 ,2,… ,nn! 中 取 编 号 , 问 C, (长 为 之 3 的 圈 ) 与 P (长 
264 


为 nr 实 2 的 轨 } 各 有 多 少 种 互相 相同 的 顶 扣 编号 法 ? 

2. 从 |1,2,…, nn! 中 取 编 号 , KK,,, 有 多 少 种 互 不 相同 的 顶点 
编号 法 7 

3, 无 向 图 G(V ,FE) 中 ,E 关 $, 证 央 ; A GV,E)5S Aut* 
GUY , 歼 ) 的 确 都 是 群 . 

4. 设 无 向 网 GCV,E) 中 ,EE 关 $, 求 AutG (VE) 时 Aut 
GIVEJSAut GLV, 忆 ) 的 一 个 充 要 条 件 . 

5. 对 于 尽 可 能 多 的 自然 数 nn, 求 出 图 GY, EE,), 使 得 
[AutG(V,,E,)|=n, 

6. 对 于 4 阶 循环 群 ,分 下 面 两 种 情形 构 作 相应 的 Cayley 图 : 
1) 全 只 一 个 元 素 ;(2) 公 会 3 个 元 素 . 

7. 证 明定 理 9. 

8. 求 图 3.12 中 的 G(Y, 开 ) 的 
Cayley 图 站 ffC 的 Autf Dat(G)). 

9. 求 最 小 上 自然数 疡 >1 ,使 得 存在 
一 个 户 阶 无 向 连通 图 GCC, 五 } 注 足 
[AuG{V, EY)|=1. 

10. 求 一 个 4 次 正则 无 向 图 
GUY,E) ,使 得 [AutG(V,E)|=1. 

11. 求 一 个 连通 度 为 1 的 二 次 正 
则 无 向 图 G(V,E), 使 得 | AutG(Y， 图 3.12 
E)|=1, 
12. 对 于 一 个 给 定 的 有 限 群 G , 试 定 出 无 究 多 个 互 不 同 构 的 
图 ,它们 的 自 同 构 群 都 与 G 同 构 ， 
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种 四 篇 ”离散 数学 中 的 空间 、 
所 阵 和 拟 阵 


4.1 圈 空 间 和 断 集 空间 


4.1.1 国 空 间 
令 已 = 10,1! ,在 让 ,上 定义 图 与 -丙种 运算 如 下 . 


四 0 1 0 1 
010 1 010 0 
1 | 1 0 110 1 


即 加 是 mod2 意义 下 运算 :是 一 般 的 算术 乘 , 容 易 验证 (5 ,中 ， *) 
是 一 个 域 , 称 之 为 0- 1 二 元 域 ,简写 成 F,, 在 下 ,上 ,外 与 :满足 结 
合 律 ,分 配 律 和 交换 律 . 

(qi,42，…,g; ) 与 {riyr ,7x ) 两 向 量 中 ,分 基 缘 属于 
FF ,定义 (di ga, gD Cr ,ra ) = (Si 中 rar 
@ 由 mr) 例如 (1 了 1) 四 (1 有一 (0,0,0)， 

芒 GL(V,E) 是 一 个 标志 的 无 向 图 ,EF(G) = {el, ta, ee 
YOCE(G), 令 

Lee， 

os 
记 


加 三 (91 42 , 9, ), 
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于 是 入 的 全 体 组 成 上 的 一 个 二 维 的 线性 空间 , 记 这 个 空间 为 
多 G), 称 为 G 的 边 空间 ,每 个 Q 表示 EE(G) 的 一 个 边 子 集 .所 GG) 
有 2: 个 向 量 ,(1,0,0,…,0),(0,1,0,… ,0),…(0,0,…,0,1) 是 它 
的 一 组 基 、 

定义 1 设 个 是 连通 图 G(V,E) 的 生成 树 ,e 是 余 树 的 一 条 
边 ( 即 e 扣 天 (CT 了)), 则 工 +e 上 的 唯一 圈 称 为 如 的 基本 图 ;关于 生 
成 树 本 的 全 部 基本 圈 Ci,Cz，…Ce-v+rl 叫 丢人 的 一 个 基 圈 组 ， 
其 中 | | =v 

定理 1 设 CC Ce 是 图 G 关于 生成 树 全 的 一 个 
基 图 组 , 则 ECC ) ,ECC2),… ,E(tC ,+ 和 煞 为 世 中 的 8 一 y++1 个 
向 量 是 线性 无 关 的 . 

证 ”图 为 每 个 基 图 含有 其 它 基 峰 不 含 的 边 e, le 是 休 树 上 的 
一 条 边 ) , 故 


< 一 b+] 
De = 0Gu, =0=126 一 二 1， 


其 中 aj 蕊 FF, 故 ECCI),E(C2),… ,EE(C,-,+1) 是 线性 无 关 组 ,证 
z= 

我 们 把 边 子 集 Q@, 昌 在 中 的 网 量 形 式 以 及 QQ@ 的 寻 出 子 图 
[Qj] 混为一谈 ,认为 是 一 件 东 西 . 

把 图 GtV,E) 中 无 公共 边 的 圈 之 并 与 零 向 量 组 成 的 集合 记 
成 斤 局 )， 

定理 2 *#{G) 在 下 , 上 构成 线性 空间 . 

证 VBiB2ECIGC), 若 成 立 Bi 由 BEE60G), 旭 容易 验证 
t(G) 满 足 在 下 ;上 构成 线性 空 阐 的 一 切 条 件 , 下 面 证 明 BL 中 B， 
EY (CG) 是 真 的 . 

(1) Bl 或 B, 是 零 向 量 时 ,命题 自然 成 立 . 

(2) Bi 与 Bo 组 非 零 同 量 ,分 两 种 情形 讨论 . 

(i 对 每 个 1,1 志 ; 所 ,Bl 与 B; 网 第 i 个 分 量 不 同时 为 1， 
则 BB, 划 8, 也 是 无 公共 边 的 圈 之 并 , 故 B1 中 BE (GG). 
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(ii) ”有些 同位 分 量 在 B, 与 Bs 中 皆 为 1, 则 在 B1 儿 8B, 中 ， 
本 这 几 个 分 量 1 对 应 的 边 之 端点 次 数 , 比 在 Bi 与 B, 中 同一 项 的 
次 煞 之 和 少 一 个 偶数 , 故 Bi 中 8B: 中 同一 项 的 次 数 和 少 一 个 偶数 ， 
履 中 Bz 中 的 每 顶 绒 偶 次 ,其 每 个 连通 片 皆 Euler 图 ,从 而 也 ;由 
B; 是 一 些 无 公共 边 的 圈 之 并 , 即 B, 中 BE% (GG), 证 毕 . 

定理 3 G 是 连通 图 , 则 8(G) 是 ev+1 维 线性 空间 ,关于 
任 一 生成 树 的 基 转 组 是 &(G ) 的 一 个 基底 . 

证 只 大 证 YBEK(G),B 是 关于 任 一 生成 树 工 的 基 圈 组 
的 线性 组 合 ( 组 合 系数 取 自 下 ) .事实 上 ,5 是 零 向 量 时 ,结论 自然 
成 立 ,下面 考虑 B 是 非 零 向 量 , 于 是 B 图 中 至 少 一 条 边 是 余 树 边 . 
设 6 ,ei，…,e 是 B 图 中 余 树 边 全 体 ,它们 对 应 的 基 团 分 别 为 
CC 人 


1 、 
8B 一 > ,CO 
1=1 7 


这 里 > 中 加 法 是 龟 ; 由 定理 2,B’E (G),B’ 中 BE (GY; 共 昌 
直下 是 非 等 向 量 ,B 外 B' 对 应 的 图 只 仿生 成 树 上 的 边 ,由 交口) 之 


定义 ,这 是 不 可 能 的 , 故 B 中 B' 是 零 向 量 ,进而 B=B = 3 C ,证 


毕 . 

以 后 我 们 称 双 (1G) 是 图 G 的 圈 空 间 . 

若 右 有 ww 个 连通 片 , 则 所 LG) 的 维 数 是 一 十 中 ;连通 图 如 
的 圈 空 间 中 有 2* 1“ 个 向 量 , 不 连通 图 的 多 (GG} 由 向 量 个 数 是 
2 ” “个 .事实 上 ,对 连通 图 而 
言 , 因 为 去 {G) 中 每 个 向 量 由 
s 一 "十 1 个 基 襄 量 线性 表 出 ,而 线 
性 表达 式 中 ,每 个 基 向 量 的 组 合 系 ” 
数 有 0 与 1 丙种 选择 , 故 18(G) 


一 38 | 


图 4.1 
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例 1 求 图 4.,1 中 (G) 的 全 集 向 量 , 且 池 出 相应 子 图 . 

解 se==7,u=6,6(G) 中 有 2:*''=2*=4 个 向 量 . 取 生 成 
笃 汶 下 =G-1ezs,es|,; 则 有 se 一 w+1=2 个 基 轿 ;C= (1,1,1.,0， 
0,0,0) ,C= 0,0,0,1;1,1,0), 除 CG 与 Gz 外 ,6 (GG) 中 还 有 和 零 回 
量 (0,0,0.,0,0,0,0). 第 四 个 向 量 是 B= Ci 中 C= (1,1,1,1,1,1,0). 

(GG) 中 二 个 非 零 向 量 如 图 4.2 所 示 ， 


| En [| 必 
也 本 如 
酝 2 上 有 
8 
世 4 改 ， 
本 3 和 1 4 


图 4.2 

4.1.2 新 集 空间 

定义 2 5S 守 FE(G),G 为 连通 图 ,G 一 S$S 有 两 个 连通 片 ,但 从 
G 中 删除 S 的 真子 集 仍 得 连通 图 , 则 称 S 是 G 的 一 个 割 集 .| 

在 割 集 的 定 习 中 ,要 特别 注意 七 va 
的 极 小 性 , 即 S 这 个 集合 再 缩小 就 出 
不 断 连 通 图 (7 了， 

例 旭 图 4， 3 中 ， i1e1; 2 P31 个 是 和 
割 集 ,因为 万 一 1 e1 ， 已 2 e434! 有 有 二 :个 连 
通 片 ;iej| ,ie3| ,tes| 也 不 是 制 集 , 浴 
为 G~-iril,G {1e3!, (7— ies| 仍 连 
通 ,而 忆 - ielyesl1 有关 个 连通 乒 ， es 
ley;es! 已 极 小 化 ,1el,e:| 是 一 个 剂 
集 . 事 实 上 ,在 此 图 上 ,任意 两 边缘 构 图 4.3 
成 -个 荐 集 . 

定 兴 3 Vi 是 连通 图 G(V, 上 上 ) 的 非 宝 项 真子 集 , 即 VC 
VC 如 ), 看 壮 介 ,一 端 在 V1, 另 一 端 在 V 一 Vi = V1 的 边 组 成 的 集 
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Pi 


之 
EE 


全 , 记 成 (V1, Vi),( V1, V1) 称 为 G 的 一 个 断 集 . 口 

外 定义 3 和 年 义 2 知 , 割 集 是 一 个 断 集 ,反之 未 必 成立 , 例如 
图 4.3 中 

let ,€2183, 64| = C1 9 v3 | + | U2 V4 V5 UH U7s val), 但 41， 
e2,63,84| 个 是 苦 集 ,“ 大 "了 一 些 . 

我 们 把 连通 图 G 中 一 切断 集 与 零 向 量 组 成 的 &E(G) 中 的 向 
量 集 合 记 成 7(G)， 

定理 4 3(G) 在 域 fF, 上 构成 线性 空间 . 

证 只 需 证 明 , 若 S1, S,. E53(G), 则 Si 四 Si EGG) ,不妨 
设 SLI 闫 52, 不 然 ,SI 中 5S, 是 零 向 量 ， 自然 有 SI 外 5;E (GY). 今 
S1= (V1, Vi), 9: = (Va, Va), Vi = Vf V2, Va = Vif VW, 
V3 二 Vi Vw, 由 图 4 知 
Si 中 5 = (Vi, V3) € 
zi 事实 上 ,SS 中 的 边 
有 图 4.4 中 上 半 部 分 的 四 
种 类 型 , 5S， 中 的 边 有 图 4 
中 下 半 部 分 的 四 种 类 型 ,经 
出 运算 后 , S; 申 5s 中 的 边 
只 能 是 图 4.4 中 粗 实 线 类 
型 的 ,它们 恰 为 {Vy, V;)， 
证 毕 . 

以 后 把 Y(tG) 称 为 连 
通 图 Cr 的 断 集 空间 . 图 4.4 

显然 , 割 集 与 斯 集 之 中 
至 少 有 一 条 边 是 生成 树 上 的 边 ， 

定义 4 连通 图 G 中 兵 仿生 成 树 了 上 一 条 边 的 割 集 叫做 关 
于 工 的 基本 齐集 ,关于 了 的 基本 割 集 Si1, 9:,……,S, ;叫做 关于 生 
成 树 全 的 基本 制 集 组 . 口 


270 


定理 5 连通 图 G 中 的 断 集 空间 了 (G ) 的 维 数 是 u 一 1 对 于 
任意 给 定 的 生成 树 了 ,关于 T 的 基本 割 集 组 S, S:,…,S, -1 征 
FCG) 的 一 组 基 . 

证 与 定理 1 相似 ,容易 证 明 5 

只 炙 证 VSEY(G),S 可 由 Si,S ,9S, -1 线性 表 出 ,事实 上 , 因 
S 是 断 集 ， S 上 有 工 的 边 , 令 S= ie ， se se 1 | ,前 


条 边 是 生成 树 丁 上 的 边 , 令 Si (i=1, 2 … ,下 ) 是 全 ei 的 基本 割 
集 ,由 于 Y(G) 是 线性 空间 ,Si € 7(G)， 战 


S’= >s, E (CG), 


S”= Ss EF(G), 
但 中 已 不 会 本 上 之 边 , 则 S$“ 不 是 断 集 , 因 为 断 集 中 至 少 有 一 条 


树 边 ,所 以 S 是 零 向 量 ,从 而 S= s= Ds, 证 毕 ， 


例 2 求 图 4. 5 中 s(G) 的 基底 和 闻 
(如 ) 的 一 切 向 量 . 

解 v=4,p (G) 中 有 2 !=2=8 个 
向 量 , 其 中 3 个 是 基 向 量 , 一 个 是 等 器 量 , 取 
生成 树 为 GTielyeyeslj, 相 应 的 基 操 量 为 
Si1=(1,0,0,1,0,1), S23= {0,1,0,1,1,0), 
S3= 《0,0,1,0,1,1)., 由 基底 1S],S2,Ssi 线 

图 4.5 性 表 出 的 其 它 五 个 向 量 是 
Ss= Si 中 S = {1,1,0,0,1,1), 
Ss= SPD53=(,0,1,1,1,0), 
O50 
= SDSD5;= (1,1,1,0,0,0), 
s,- O'SIPBO:SADO:S3= (00,0.,0,0,0,0). 
Si 至 $7 见 图 4.6: 
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我 们 看 到 ,4G 与 zx4G) 可 能 有 相同 的 向 量 ,斯 集训 能 是 


图 ,例如 例 2 中 有 的 $4, Ss, Se. 


作为 4 (G) 的 两 人 于 空间 ， zt 与 y(G) 是 正 交 的 ， 


图 4.6 

定理 6 YBER(CG), WYSEF(G), 则 BS, 即 BB'S 是 零 
问 量 ,其 中 避 是 连通 图 ,' 是 下 中 的 数量 积 . 

证 若 B 与 9 中 有 和 零 向 量 , 结 论 自然 成 村. 奇 B 与 S 肾 非 零 
向 量 ,因为 轿车 与 断 集 有 公共 边 , 则 公共 边 之 条 数 是 侦 数 ,所 i B 
与 S 中 同 序号 分 量 沸 为 1 的 现象 发 生 俩 数 次 ,从 而 B'S 是 零 癌 
量 ; 事 实 上 ,这 时 ,B*S 的 运算 只 发 生 同 序号 沸 为 1 的 两 分 量 积 为 
1 的 求 和 , 同 序号 有 和 零 时 只 能 算出 0, 而 侦 数 个 1 中 后 为 零 , 证 毕 . 


4.2 关联 给 阵 和 邻接 天 阵 


4.2.1 闫 了 歌 拭 人 阵 
定义 5 设 GG 是 无 向 单 图 ,G 的 关联 年 阵 晴 (G) 是 如 下 和 拖 阵 
B(G)= {6,),xs, 其 中 
-1 与 相关 联 ， 
0 0, TF 与 e， 不 关联， 
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vE VIG),e EE(G).0 
例如 关 4 的 关联 惩 阵 为 ( 见 图 4.7): 


刀 | E22 PI3 BE4 €5 ep 
ul 1000 1 
B(K, -ul 1 1101 0 
"| 0 1 10 "| 
val0 00 1 11 
每 个 标志 图 有 唯一 的 关联 和 矩阵; 反 
之 , 石 给 出 一 个 图 的 关联 算 阵 , 则 可 由 此 
关联 矩阵 画 出 相应 的 图 ,关联 夭 阵 含有 图 的 一 切 信 息 , 原 则 上 , 通 
过 对 图 的 关联 算 阵 的 研究 ,可 以 得 到 图 的 -- 切 性 质 ， 
关联 矩阵 每 列 恰 两 个 1, 其 每 行 的 1 的 个 数 是 该 行 对 应 的 项 
的 次 数 ; 关 联 短 阵 的 每 一 行 问 其 回 x (GG) 中 的 向 量 . 
定义 6 从 单 图 G 的 关联 托 阵 中 任 删除 一 行 所 得 之 矩阵 叫 
做 怒 的 基本 关联 和 矩阵; 记 之 为 Bj( GG).[ 
定理 7 连通 图 上 G 的 关联 矩阵 的 穆 为 一 工 . 
证 ”因为 BCG) 的 每 一 行医 Y(CG) 的 风量 ,所 以 r(B) 扫 一 
1 ,下 证 r(8) 之 b 一 1, 这 里 xr(G) 表 示 和 组 阵 有 BC) 的 秩 . 反 证 之 ,者 
7-(B)<<v 一 1, 则 B{G) 中 任 v 一 1 行 线性 相关 , 凤 对 行 问 量 B; ， 
Bi Be ,存在 不 全 为 0 的 常数 下 1 ;天 2 | 所 ;使 得 


图 4.7 


2 Bi = (0,0,.…,0)., 

不 她 设 &1 ,2,… ,上 -| 中 前 zx 个 第 为 1, 后 面 的 首 零 ,2 守 敬 二 
v 一 1; 不 难看 出 ,以 B; ,Bi;,…,B; 为 行 组 成 的 m 行 e 列 的 子 算 阵 
B 每 列 恰 两 个 芋 或 每 列 缘 0. 

我 们 把 YC(G) 划 分 成 两 个 子 集 : Vi = {vw, ， Ui | ,V2 = 
VY 一 Vi: 由 B 结构 知 ,( VI, Vi) 二 多, 总站 Vi 二 多 ,于 是 G 是 不 连 
通 图 ,与 G 为 连通 图 节 盾 ,证 毕 ， 
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定理 8 GG 是 连通 图 , 则 xr(B,(G))=v~1. 
定理 8 的 证 明 与 定理 7 的 证 明 雷 同 . 
推论 1 G 有 w 个 连通 片 , 则 
r(B(G)=r(BA(G))=u— ww. 
推论 2 G 是 连通 图 的 充 变 条 件 是 
r(B(G))=r(BAG))=u—1. 
定理 9 ej ,ee ,是 图 G 的 生成 树 的 边 , 当 上 且 仅 当 这 
v 一 1 条 边 在 Byx(G) 中 对 应 的 列 构成 的 行列 式 不 为 零 ， 
证 设 定 理 9 所 称 的 行列 式 对 应 的 矩阵 为 可 ,以 Bi 为 基本 
天 联 惩 阵 的 图 为 G[ie ,ej ，,…,e; ,}], 它 有 vv 个 顶 ,v -1 条 边 . 
叉 行 列 式 | Bi | 关 0, 即 x(Bj)=4-1, 由 推论 2,G[ie ,0 ,~ 
6 ,1 是 连 道 图 . 又 它 的 边 数 是 其 顶 数 减 1, 故 G[fe ,e,,，…， 
ea _,1 是 树 , 它 是 G 的 生成 树 . 
反之 , 若 6; ,4,，… ,6 ,是 G 的 生成 树 之 边 ,GE le ,@，-… 
4j _ ,1 的 基本 关联 矩 阵 是 B1, 故 r(B1)=w 1,8B1 是 满 秩 方 阵 ， 
故 iB1| 关 0, 证 毕 . 
对 于 比较 小 的 图 ,用 定理 9 可 以 得 出 生成 树 的 清单 ， 
例 3 求 图 4.7 中 所 有 的 生成 树 ， 


解 ” 基 本 关联 算 阵 为 
1 1] 000 1 
BAKY)=I0 1 1010 
ll 0 1 1 0 0 
el EeE2 B3 El Ey Ed El E27 €5 
1 1 0 1 1 0 II 1 0 
0 1 1i1!=0, U 1 0ir=1, 0 1 1i1l=1, 
1 0 1| 1 0 遇 1 0 0 
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el] E27 C6 


lil1 1 0 
0 1 
1 0 0 
El 3 6 
1 0 1 
0 1 0 
1 0 
El ES ee 
0 
0 1 0 
1 0 0 
cz E3 e6 
1 0 1 
1 1 0 
0 1 0 
Ey Es Es 
1 
1 1 0 
0 .00 
3 Es EE 
00 1 
1 1 0 
1 0 0 


el] E31 ed 


Ed es 


1 0 


5 


pk 
H 
[一 


后 


心 | 三 一 1 三 于 
心 


| 


£3 


£4 


上 述 20 个 行 例 式 中 取 非 零 者 共 16 个 ,相应 的 边 子 集 : 


1el e224) ,|eilsesses|, |els enec!, {el,es,ea!, 
el esresl | elyeaye6l， elyedyesl ,iels€5s 866), 


ferse3reql se E35) , Tes, e386) ,ley, ea, es|, 
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ea ed，e6| ,ie3 e428), 1p3.es, rel, |e4,es,e6l, 
这 16 个 边 子 集 导 出 16 模 生 成 树 , 这 一 生 末 正 是 Cayley 公式 
ri)= w= 二 16 的 结果 . 
下 面 讲 有 问 图 的 关联 矩阵 . 
定义 了 设 G 是 有 向 图 , 称 矩 阵 OT rR 
的 关联 矩阵 ,其 中 
1 ,v; 是 e 之 尾 ， 
| 之 头 ， 
0,e 的 头 尾 缘 非 w. 门 
例如 图 4.8 中 的 有 向 图 G 的 关联 和 矩 阵 为 


忆 ] Fr 3 Ht 
fl 1 0) 
有 GD 一 _ 1] 0 1 | 
ys 0 _] _] |] 怕人 


与 无 向 图 相似 地 ,把 号 1G) 的 任 一 行 删除 ， 
得 到 的 BCG) 的 子 和 矩阵 记 成 B/(G), 称 B,(G}) ™ " 
为 有 问 图 G 的 基本 关联 官 阵 ,月 有 结论 : 图 4.8 

(1) G 是 弱 连 通 图 , 则 r(B(G))= r(B 
(OG))=vu—1. 

(2) G 的 底 图 有 um 个 连通 片 ,出 

站 再 ( 人 着 二 站 天 由 人 下放 二 是 一 二 

与 无 向 俩 不 同 的 是 在 有 向 鳝 中 ,计算 在 实数 域 中 进行 . 

定理 10 有 向 图 6 的 关联 第 阵 BC 的 任意 和子 行 列 式 取 值 
范围 是 10, 一 1,11. 

证 设 Bo 是 BEG) 中 第 22,5 行 与 第 jj ,72,73 ,jy 
误 的 元 素 构 成 的 Ti 11 的 子 惩 阵 ， 

fl1) 车 Bo 中 每 列 1 与 -1 各 出 现 怡 一 次 , 则 Bo 各 行 向 量 之 
和 为 零 , 则 | Bo| = 

(2) 和 敬 品 0 中 有 一 列 元 者 此 0, 则 | Du =0. 
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(3) 在 Bo 中 有 一 列 只 一 个 非 零 元 豪 ,我 们 控 上 述 这 一 列 的 
代数 余子 式 展 开行 列 式 | Bi ,得 | Bo | 一 二 | ,BI 比 Bo 的 阶 数 
少 1; 若 iB |=0, 则 | B60|=0; 知 户 半 0, 则 B; 中 有 一 列 只 有 一 个 
非 零 元 素 ,可 继续 用 |B1| 的 代数 余子 式 表 示 1B1|, 直 至 得 | Bo| EE 
人 0, 一 1, 十 11 ,证 毕 . 

定理 11 e; ,e,,…,e，, 是 GG 的 生成 树 的 边 的 充 要 条 件 是 这 
Jy 一 1 条 边 在 By(G) 中 对 应 的 列 组 成 的 行列 式 等 1 或 -1, 其 中 局 
是 有 疝 图 . 

定理 11 的 证 明 与 定理 9 证 明 相似 . 

FF 面 给 出 求 有 向 图 G 生成 树 数目 的 公式 ,为 此 ,引用 线性 代 
数 中 的 Binet-Cauchy 公式 : 

已 知 P= (Cp) Q = tn rn 则 

Pils YY Pum| | Gl qm | 
sat(PO)= Db pa) on 


l=: ] 


| Pr 四 Pi Gy ] 可 dj mh 


2 1 
1 2 1 3 4 
= 口 = |0 1|., PQ = ， 
例如 二 [ 3 | q Q (i ) 
1 1 
3 4 、 
dct( PQ ) = ] _] | 二 13., 如果 用 Binet-Cauchy 公式 则 为 
1 2||2 1 1 1||2 1 
, 一 + 
det\ PA) 加 | | 本 | | 
1 | 1 
=13. 
3 Hi1 1 


定理 12 GG 是 弱 连 通 有 了 向 图 , 划 G 的 生成 树 的 数目 为 
det( BACG) BHCG))Y. 
证 对 Br(G)' Bi (GG) 有 用 Binet-Cauchy 公式 ,手册 定理 11 
得 
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det( B/GIBI(G)) = 7 GO)( + R= (0), 
其 中 rfG) 是 G 的 生成 树 的 数目 ,证 毕 . 
例 4 求 竞赛 图 K, 的 生成 树 的 数目 ， 
解 设 B,(K,) 的 元 素 是 5,, 则 
Bi( KBr(KR,)= {b,x 1), 


其 中 b= 2 babiesis} 一 上 2 1 . 当 t 一 7 时 ， 
炎 =] 


by = 0 六 (Bi 一 ] ,二 ~ 1. 
中 一 了 


由 于 K, 是 完全 图 ,每 顶 与 v 一 1 条 边 相 关联 , 故 
b=u—1,i=1,2,.…,v—1. 
当 ;到 时 ,6 ,= -1, 故 得 


vl 1 1 -1 

| -1 一 | …: 一 上 
BAK)BFARD)=) 

[ | 一 1] 一 十 rr J 


下 面 计算 det( By( K,}BIECK,)) .为 此 考虑 vu -1 阶 方 阵 了 ,其 
元 素 为 
l= to lt,_ 1-1= [| ,7 三 1 天 1 
黎 知 det 耳 = 1. 于 是 


攻 U 0 0 … 0 
0 vv 00 … 0 
0 0 0 … 0 
del( TBA G) BE(G)) = | -op 


0 0 0 0 …5 0 


1! 1 1 .+ 1 
妖 一 方面 ， 
det( TB/( OG) B;(G))= det Tdet( B,(G)BI(G)) 
= det( BG) Bi (G)), 
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所 以 

r(K,)=det( BAG)B(G)) = «. 
这 正 是 Cayiey 定理 的 结论 . 

例 5 求 图 4.9 中 的 生成 树 个 数 z(GG). 


图 4.9 
a pb c d ee ff gg 
ull 0 0 10 0 1 
入 Ye -1 1 00 0 
vt0 0 -10 1 -1 -1 
3 -1 -1 
BGIBI(G)=| -1 3 -1|, 
-1 -1 4 
故 得 
3 -1 -1 
rG)=det(BAG)BI(G))= -1 3 -1|=24. 
-1 -1 4 
4.2.2 邻接 矩阵 
本 节 的 计算 在 实数 域 土 进行 ， 


定义 8 G 是 标志 的 无 向 图 , 称 和 矩阵 A = (a;),x, 为 G 的 邻 
接 和 矩阵 ,其 中 
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pe 
1 0,vv, CE(G). [| 

无 向 图 的 邻接 阵 是 对 基线 全 0 的 对 称 阵 ,每 行 和 每 列 之 和 是 
对 应 顶 的 次 数 . 和 关联 阵 一 样 ,AfG) 中 含有 CC 的 一 切 性 质 . 

定理 13 A(G) 是 无 向 图 G 的 邻接 阵 , 则 GG 中 从 到 vw 的 
长 为 的 道路 的 条 数 是 A*(G}) 中 的 疝 号 元 素 . 

证 ”对 远 行 归纳 证 明 ,k=1 时 , Af)=A{G), 由 A(G) 的 
定义 ,定理 成 立 . 假 谱 nn 时 ,定理 已 雁 , 往 证 上 =n+1 时 ,定理 
仍 真 . 

今 gas 是 A(G) 的 2 号 元 素 ,al" 是 A (GQ) 的 ij 号 元 率 , 则 
A"1T1(G) 的 培 号 元 素 为 
a aia ta a + Fala,. 

而 从 > , 到 > 长 n+1 的 道路 无 非 是 从 z 经 nn 步 到 某 顶 四 ,1 所: 
< 再 由 卢 走 一 步 到 v ,由 归纳 法 能 设 , 从 v; 到 ww 长 的 道路 
共计 a 加 ?条 ,从 vi 到 ww, 长 1 的 道路 a6 条 ,所 以 长 n+1 的 道路 zw 


RU 其 a 汶 jo 条; 邻 = 1， 了 ,2 于 是 长 2+1 的 从 2 中 经 vw, 
( 共 总 个 中 转 顶 让) 到 达 vo, 的 道路 共计 了 ai 条 , 这 正 是 


At G) 中 第 六 全 元 素 , 证 毕 ， 
注意 ,定理 13 中 说 的 是 息 路 ,未必 是 轨道 . 


0) 1 
例 6 4=|， ,As ktN. 


解 ”考虑 VIG)= wi ,vz| 的 连通 图 KK;, 盎 A(G) 怡 为 A = 


0 
1 1 ,于 是 , 当 是 奇数 时 ,从 vi 到 v1 和 从 ua 到 v2 的 长 有 的 
道路 不 存在 ,从 ww 到 的 长 到 的 道路 怡 1 条 ,区 A*= 有 A 
当 天 为 偶数 时 ,从 | 到 Un 长 上 的 通路 不 存在 ,从 | 到 | Ol] 
和 从 v2 到 ws 的 长 的 道路 怡 1 条 , 故 A*= IT(T 是 单位 阵 ). 
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例 7 我 方 两 名 军事 人 员 与 下方 两 名 军事 人 员 间 到 基 现场 视 
察 , 途 中 须 过 一 河 , 仅 一 只 小 船 , 每 次 最 多 乘 二 人 ,为 安全 起 见 , 政 
我 双方 同时 在 场 时 ,我 方 人 员 不 能 少 于 敌 方 人 员 , 船 过 河 一 次 要 
10 分 钟 , 问 最 短 多 少时 间 双 方 人 员 都 小 过 河 去 ? 

解 用 (ma 站) 与 { 阅 ,2 让 分 别 表示 左岸 与 右岸 有 我 x 
人 , 政 对 人 ;向 从 左岸 到 右岸 去 ,全 部 可 能 状态 为 :uv = (2,2,1)， 
vo (21 ,v= ,1, ,v= 2,0,4.), vs = (0,2,7), v= (0, 
lw = 22 7 vg = {2,1,r), v= {1,1,r), wo= (2,0,7}, 
v= 0,2,.r), w= 0,1,r), 

渡河 即 上 述 状 态 的 转 撞 ,以 VYV(G}= jw; ww2 ;12| 为 顶 集 ， 
仅 当 两 种 状态 可 以 转换 时 ,在 相应 的 顶 之 间 连 一 过 ,得 一 个 二 分 图 
如 图 4.10. 此 图 G 的 邻接 阵 为 


D1 


区 -一 4 


bs 啤 生 bE 
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其 中 


UUDl1l 1 1L 
0 1 1 0 1 0 
加 1 1 
页 二 9000 
1 00 0 0 0 
上] 1 0 0 0 0 
1 0 D000 0 0 
于 是 
As 0) 
| zt | ,是 偶数 ; 
to a 
0 A* 
民 | ,是 厅 数 
必 


用 as 表示 4(G) 中 元 素 ,a 欠 表示 44 中 元 素 ,我 们 的 目标 是 求 使 
得 中 昌 到 的 最 小 自然 数 上 ,经 计算 ,a 一 局 =0,a'3) 三 44, 即 小 
船 至少 五 次 渡河 才能 把 4 人 全 运 到 右岸 , 共 需 50 分 钟 ,a 人 =4 说 
明 有 四 种 水 同 的 过 河 方案 . 

下 面 用 1+1=1 的 逻辑 运算 及 A(G) 引 入 道路 秆 阵 的 概念 . 

定 尖 9 无 疝 图 G 的 道路 矩阵 是 指 

P(G)= V AW(G), 

其 中 V 是 逻辑 和 ,A(*} 是 A 的 逻辑 & 次 方 ,A (0) 是 G 的 邻接 
阵 . 口 

如 采 只 关心 从 项 w 到 w 有 无 道路 ,而 对 vw; 到 % 之 间 的 道路 
多 少 及 长 度 不 感 兴 超 , 则 PIG) 可 以 回 等 我 们 关心 的 问题 . PUTG) 
中 jj 号 元 素 为 1 的 充 要 条 件 是 w 到 有 道路 ,G 是 连通 图 的 充 
要 条 件 是 P(G ) 是 全 1 阵 . 

直面 讨论 有 向 图 的 邻接 矩阵 . 

定义 地 设 G 是 有 向 图 ,矩阵 4(G)=(fa xx 为伍 的 邻接 
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搜 阵 ,其 中 


- 


1,vww, EE(G), 

oO 本 
例如 图 4.8 中 的 图 G 之 邻接 阵 为 
0 1 1 
0 0 1 
0 0 0 

定理 14 有 问 图 G 中 从 顶 w 到 ww, 的 长 & 的 有 癌 道 路 的 条 数 
为 A*{ 上 5G) 中 的 广 号 元素. 

定理 14 的 证 明 与 定理 13 的 证 有 明 相 似 ， 

例 8 图 4.11 中 是 7 个 城市 的 道路 网 络 , 问 从 wi 到 vw; 有 无 
道路 ? 车 有 ,至 少 多 长 ”( 任 两 城 间 的 距离 为 1). 


A{G)= 


图 4.11 

解 图 4.11 中 的 有 癌 图 之 邻接 阵 A(G) 为 
0 100 100 

9 0 0 0 000 

0 100 0 11 
A(G}=|1 0 1 0 1 0 11|, 

1 00 10 10 

00 10000 
000001 0 
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从 4(C) 刘 ai 二 0, 即 从 CH] 到 TI 无 长 ] 的 道路 ,从 i] 到 CT 要 缠 
行 . 


| 001010 
0000000 
001001 0 
4<G)=|1201 13 1|, 
1120201 

0100011 

1 0 10000 

4 的 1,7 革 元 素 为 0, 即 从 二 到 vw; 无 长 2 的 路 . 
{1 120201 

0000000 

01100 11 
A3tG)=|2 1 4 1 2 2 1|, 

‘2 30 2 1 5 2, 

00 1100 10 

0 1000 11 


4 中 1,7 号 元 素 为 1, 即 从 wi 到 vw; 只 有 1 条 长 3 的 道路 ,这 是 
一 条 从 ol 到 VU 最 短 的 道路 , 它 十 TU US TA TT. 
定 尽 fl 菇 A(G) 是 有 向 图 GG 的 邻接 矩阵 , 则 称 和 矩 阵 
P(G)= V AMO) 


为 G 的 道路 矩阵 ,其 中 V 是 逻辑 和 (1+1=1), A 是 A(G) 的 
逻辑 上 次 方 ， 

证 明 省 去 . 

有 问 图 是 强 连通 的 充 要 条 件 是 P{G) 元 素 绷 1. 

定理 15 设 P(G) 是 有 向 图 G 的 道路 矩阵 ， 
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| 六 
Pa p12 


PP = 


Pv! pi 
其 中 p, 是 P(G) 的 元 素 , 若 PP' 中 第 i 行 的 非 零 元 素 为 
Pa Pi,i ? pi, bri 3 Papii 9 
则 G[iw ,wv ,vw ,v1 是 G 的 极 大 强 连 子 图 . 


PUP Ppl, Pol 
思 罗 Pa2av Pu2 
poz P2o pi 


证 因为 pa Pr po, ,; 篆 非 零 , 故 pa,= pii= 1,{=1,2, 
…,, 于 是 由 与 书 在 一 个 有 向 回路 上 ,从 而 名 与 可 ,已 ，…, 


在 一 个 有 加 回路 Wh 上 ; 另 一 方面 , 若 Uv vt( Wo) y i , 则 PupPyi 


=1, 从 而 wE lv |i=1,2,…, 丰 | 二 V(Wo), 所 以 G1=G[iv,， 
中 ，… ,5 |] 是 强 连通 子 图 . 


下 证 Ci 之 极 大 性 ,YY vw EE VG) ,vw 人 ViWo), 若 G[ | vw 
UV( Wo)]j 仍 是 强 连通 子 图 , 则 vw 与 vw, 在 一 个 有 向 回路 上 ,于 是 


站 po 一 1, 即 mr CE | ,下 与 om 二 V( 克 0) 于 大 ， 
可 见 Cl 是 极 大 强 连 通 子 图 ,证 毕 . 


例 9 一 群 小 朋友 ,有 些 很 要 好 ,有 些 则 不 太 要 好 . 甲 对 乙 很 
要 好 时 在 “要 好 符 阵 "4 中 的 “甲乙 "位 置 上 写 1, 和 否则 写 零 ,注意 ， 
围 对 乙 很 要 好 时 ,乙未 必 对 甲 很 要 好 , 问 哪 些 孩 子 经常 在 一 起 玩 ? 


有 无 比较 孤独 的 孩子 ”其 中 A 已 知 . 


DODDHoDS 


四 四 DD 声名 

2 I0 1 1010 
BlI11000 gl 
PP =elI1L1L0004- 罗 00000110 
0 001014 Donoola 
90011 Bo 100 
000011 © 0 001010 


解 ” 视 要 好 第 阵 A = A(G),G 是 一 个 有 向 图 ,由 P{G) = 


VA 得 由 定理 15 知 j 甲 , 乙 , 己 1 ,1 再 | ,1 丁 ,成 | 导出 三 个 极 大 
强 连 通 子 图 ,可 见 甲乙 .已 三 个 孩子 经 常 在 -- 起 玩 , 丁 与 戊 经 过 在 


一 起 玩 , 而 商 则 比较 孤独 . 


4.3 较 和 矩阵 和 伸 集 纸 阵 


定义 12 GG 是 通 连 无 向 图 ,由 G 中 每 个 圈 在 4(G) 中 的 向 量 
为 行 构成 的 矩阵 叫做 G 的 轿 和 矩阵 , 记 之 为 C(G); 取 定 生 成 笃 个， 
由 一 切 基 本 图 组 成 的 斥 阵 叫做 G 的 基 圈 阵 , 记 之 为 Cx(G). 口 


图 4. 2 
例如 图 4.12 和 和 4.13 两 个 图 都 以 1ez,e3,e4,26;e8| 导 出 生成 


村 

| 

| 1 

-| 

CG1)= C0(6,)= 5310 
在 1 

| 0 

cell 


这 个 矩阵 的 前 三 行 是 GAG1) = Cy( G3). 
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ET 41 


Pa 


0) 


1 


一 上 王 马 羡 


] 


图 4,13 


4 5 


0 


Li 


FS C7 


0 


二 


E 


i 


世 呈 


下 


我 们 看 到 , Gi 差 G: ,但 却 有 相同 的 圈 抢 阵 和 基 圈 阵 .可 见 ,和 作 
图 阵 或 基 图 阵 不 能 确定 图 到 同 构 的 程度 ,这 是 C(G) 与 Cj( 6G) 的 
化 点 ,但 它 仍 不 失 为 研究 图 的 有 力 工 具 之 --. 
因为 e 一 y+ 个 基本 圈 是 ' 必 (6G) 的 一 个 基底 , 故 有 
rtC(G)) rtC(G))=e—v+l], 
由 于 BCG) 的 行 属 于 Y(G) ,而 了 (G) 与 多 (G) 有 正 交 性 , 故 
BCT=C'B =0{0 阵 ). 
若 把 边 的 号 码 调整 成 余 树 边 从 1 号 到 。 一 y+ 1 号 , 旦 把 售 第 i 边 
的 基 峰 记 成 C, 则 图 G 的 基本 圈 和 矩阵 为 
CAG)=[1:C], 
其 中 1 是 e 一 v+1 阶 单位 阵 , Cy 的 列 对 应 着 生成 树 的 边 . 
定理 16 知心 尼 连通 图 ,关于 生成 树 工 ， 
CFAG)=[LT Cr BOGC)=[BU : Bu], 
其 Cr 与 Bi 的 列 对 应 着 了 的 边 , 则 
Cr=[ : Bh(BYE) i]. 
证 由 关 (6) 与 (GG) 的 正 交 性 得 
Biil 
- | 
Bl? 


O=CB) =[1 : Cy] 


所 以 有 
BI 一 C Bi， 
又 Bi 的 列 对 应 生成 树 二 的 边 , 由 定理 9,| BPD| 关 0, 于 是 (BD) 
存在 , 故 
Coy, 一 Bi (Bi2) * 
CAG)=L1 : BHCBE)], 
证 毕 
定理 16 给 出 由 基本 关联 矩阵 原则 上 可 以 求 菇 本 图 矩 阵 乃 至 
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EC 钾 一 臣 阿 量 的 一 种 计算 方法 .这 种 现象 是 可 以 理解 的 ,因为 
由 基本 关联 阵 B,( 避 ) 可 以 求 得 关联 阵 B{G), 从 而 把 G 本 出 来 . 
可 见 , 已 知 茜 本 关联 阵 ,就 是 知道 了 这 个 图 ,自然 可 以 求 得 这 个 图 
的 基本 圈 和 矩阵 ,定理 16 只 是 这 种 定性 思考 的 定量 化 表达 . 

定义 13 避 是 连通 图 ,3Y(G) 的 全 体制 集 向 量 为 行 构成 的 矩 
阵 为 G 的 割 集 矩阵 , 记 成 S$(G), 金 体 禁 本 割 集 向 量 为 行 组 成 的 
起 阵 称 为 基本 制 集 第 阵 , 记 成 Sj(G). 口 

例如 图 4.7 中 se=6,v=4, 出 基本 割 集 有 se -~-v*+1=3 个 ;对 
于 1e4,es,e61 导 出 的 牛 成 树 , 基 本 制 集 为 

SI= ielyesyed 92= jelyeayveil Si 1eyves,el .基本 割 集 
定 阵 为 


10110 0 
SNAG})=|1 1 000 1 
0 1 10 10 


除 $1;S»,S; 外 ,出 集 还 有 四 个 : 
S14= iess es,esl ,gs 一 [es,e3,e4se6|, 


6 = | eyeayesyvec| ;7 一 | elyeoyedye5， 


割 集 惩 阵 为 


(‘i01100 
1 10001 
011010 
S(G})=I0 00111 
011101 
101011 
|! 10101 
对 割 集 阵 与 基 割 阵 ,显然 有 


riS(oG)=r(S( GG))=u—1, 

COONSCG)) = SCG C(OG) T=0, 

CAGHSAG)) = SAGYI(CA(G)) T=0. 
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定理 17 设 上 是 连通 儿 , 关 于 和 牛 成 树 个, 基本 圈 和 矩阵 为 


C=[1 :C1 
基本 制 集 阵 为 
S$:=[S, :1], 
其 中 Cr 的 列 对 应 了 的 边 ,5S， 的 鹿 对 应 余 树 边 , 则 
Sr ~ CF 
I 


证 0O=S/(C)T=iSp, 让 | 
人 


Ttz， 


一 SF 十 Cr " 由 于 是 在 


F; 中 计算 , 故 有 Sr = Cr ,证 毕 . 

定理 17 告知 ,可 以 由 基本 图 阵 求 得 基本 割 集 阵 , 从 而 由 基本 
关联 答 阵 求 得 基本 割 集 短 阵 . 

下 面 讲 有 同 图 的 轿 阵 与 割 集 阵 . 

定义 14 设 G 是 有 同 图 ,在 其 底 图 上 ,每 个 无 向 圈 C, 任意 
规定 一 个 循环 方向 , 则 称 以 cy 为 元 素 的 矩阵 CCG)= {cx 为 有 
呵 图 (的 周 矩 阵 ,其 中 是 圈 数 ， 

(1, 无 问 图 C;, 中 含 边 e;, 且 e, 方向 与 CG; 的 


| 循环 方向 .一 致 ， 
ci -一 1， 无 向 图 C, 中 会 边 e;, 但 ej 方 同 与 C 的 
循环 方 网 相反 ; 
0， ”无 向 圈 C; 中 不 舍 边 e;， 口 


例如 图 4.14 中 ,其 底 图 上 有 二 个 无 向 团 , 规 定 顺 时 针 为 循环 
方 阿 ,于 是 这 个 有 府 图 G 的 图 和 矩阵 为 


el Eo E34 4 


acy" fl 101 0 
11010 -1 
3l0 1 1 1 一 ! 


定义 15 ”在 有 同 图 G 中 取 定 生成 树 工 ,在 G 的 图 矩阵 中 , 提 
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取 只 合 -条 余 树 边 的 圈 ( 基 本 图) ,对 应 的 行 构成 的 子 矩阵 CrfG ) 
称 为 有 癌 图 G 的 基本 圈 抢 阵 ., 辣 

例如 图 4.14 中 ,车 了 到 F113 E41 Ps 
为 生成 树 的 边 , 则 此 有 向 图 G&G 的 基本 
圈 和 矩阵 为 

1 101 0 
CA oo10 Al 

下 面 讨论 有 问 图 的 制 集 和 基本 
割 集 扎 阵 . 

定 多 16 上 红心 是 有 同 图 .其 底 
图 连 道 , VICV(G), VV(G) 图 4.i4 
一 Vi 三 Yi 天 # ,规定 边 子 集 (Vi, VD)UCV， VD) 的 一 个 流向 ,此 
流向 或 与 (Yi V1) 中 边 的 方向 一 致 ,或 与 (Yi, Yi) 中 的 边 方向 一 
致 , 则 称 ( 三 ,V1)U (Vi, VL) 连同 规定 的 流向 为 G 的 一 个 有 向 
断 集 ;把 G 的 底 图 中 的 淹 集 对 应 的 在 有 向 图 G 中 的 有 向 断 集 称 为 
有 向 图 G 的 有 向 割 集 ; 底 图 中 的 基本 制 集 对 应 的 有 向 割 集 称 为 有 
向 图 G 的 基本 有 向 割 集 . 

称 SCG)=(5;0)1x :为 有 向 图 G 的 割 集 矩 阵 ,其 中 ! 是 G 的 有 有 
器 制 集 的 数目 ， 

上 有 问 割 集 $, 中 含 边 。 , 且 两 者 方向 一 致 
=1-E1， 有 疝 割 集 S, 中 含 边 e ,上 且 两 者 方向 相反 ; 
0 ， 有 问 割 集 S, 中 不 含 边 e 

StG) 中 基本 有 向 制 集 对 应 的 行 构 成 的 子 阵 S,(G) 称 为 有 向 图 G 
的 基本 割 集 算 阵 .也 

例如 图 4.15 中 有 6 个 有 向 割 集 , 它 的 荐 集 矩 阵 为 
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团 4.15 
在 取 cl,ez,e3 为 生成 树 的 边 , 则 有 向 图 G 的 基本 割 集 阵 为 


EC ] 毛 忆 £3 Le 


“3[| 0 (0 1 1 
SAAG) 一 x . 
1+|—-1] 0 0 一 | 
$5 | 门 —-] 1 
对 于 有 癌 图 ,有 公式 


(CDBGIC (GG)= CG) BI(G)=0, 
(C207r(CIGND)=rtCAG))=e 一 y+1(G 的 底 图 连 递 )， 
(WCCGISTG) -S(OGIC (GG)=0, 
(riStG))= rt SAG)) -vu—1. 
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(5)G 是 弱 连 通 有 向 图 ,了 为 生成 树 ， 
Cr 人 Lei Cr |]， 
B,(G)=1LB : By], 
其 中 Cy ,与 Bwz 的 列 对 应 生成 树 大 之 边 , 了 与 Bi 对 应 余 树 之 边 ， 
则 有 公式 
CAG)=[{EI: -Bh(BE) 
6} 类 于 生成 树 个 ， 
SAG)=[S, :1 
Cr 二 LT Cr]， 
其 中 Cr(G) 与 Sr(G) 中 列 对 应 的 边 之 序 导 一 致 昌 Sr 对 应 余 树 
边 ,Cj 对 应 树 边 , 则 有 公式 


Sr 一 一 CF. 


1i 


4.4 开关 网 络 分 析 


开关 网 络 是 计算 机 设计 与 信息 技术 中 的 重要 课题 ， 
开关 电路 的 数学 模型 是 一 个 无 向 加 权 图 ,例如 图 4.16 中 的 开 
关 电 路 可 以 化 成 图 4.17 中 的 无 向 加 权 图 ,其 中 权 为 x,， 
“| 几 开关” 接 通 ; 
™ a x 肠 开 ,i = 1,2,3,4,5. 


二 


图 4.16 
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定义 1 开关 网 络 是 - -个 
无 问 加 权 图 G, 边 之 权 wt(e;) 


=x ,etEE(GCG),i=1,2,.., 2 4 
e ,Xi 洋 ,1| ,把 开关 网 络 记 成 
NGG, 5); 若 a,5EV(G),， t 
a ,凡人 合共 有 2 条 不 同 的 轨 
PW ,k=1,2,…,n, 令 - 和 
fa = > 1 由， 
图 4.17 


其 中 五 后 是 轨 已 结 上 边 权 之 
积 ,这 里 1+1=1. 则 称 志 , 为 关于 & 与 5 的 开关 函数 . 当 NN(G ,x,) 
中 各 按 之 权 此 独立 变量 时 , NC(G, xz,) 称 为 简单 开关 网 络 , 否 则 称 
为 非 简 单 开 关 网 络 . 口 

例如 图 4.17 中 的 开关 网 络 为 简单 开关 网 络 , 它 关于 a,5 的 
开关 函数 为 

fap— TIT4t TI TATS + Tors +t XaTard- (1) 
而 图 4.18 中 的 开关 网 络 为 非 简 
单 开 关 网 络 , 其 开关 函数 为 (zx, 是 
zi 之 神 , 即 x1=0Szx,=1) 


fp = Tir3 + 了 XI + 二 


XI] 十 工 3 工 2 工 3 
= zr3+ 3 TI 十 工 2 工 3 
图 4,18 = r(x1+ r+ x) 
= 3) 

fw 二 Xx3 表明 ,只 要 把 开关 xs 接 通 , 则 a 与 5 已 接 通 ,只 要 把 xz， 
瞩 开 , 则 a 与 5 已 断 开 . 

如 果 我 们 关心 的 是 a 与 5 是 否 已 接 通 , 则 应 采用 1+1=1 的 
逻辑 运算 ;于 是 有 
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P 色 的 边 权 丝 1]P 铭 接 通 ; 
0， 否 则 . 

六 的 值 称 为 a 与 5 间 的 传输 . fi 的 代数 表达 式 表示 了 a 与 5 
接 通 的 所 有 方式 ,例如 图 4.16 与 图 4.17 中 na 与 6 的 接 通 方式 有 
四 种 .x1 ,TT 

如 果 已 知 开 关 丙 数 为 (1) 式 所 表达 ,人际 图 4.17 满足 这 一 开关 
明 数 外 ,图 4.19 亦 满 足 这 一 开关 函数 .在 图 4.19 中 ,有 些 边 之 权 
是 一 样 的 , 按 定 疼 , 图 4.19 中 的 网 络 并 非 简单 开关 网 络 ; 在 节省 开 
关 的 意 多 下 ,简单 开关 网 络 是 最 佳 的 . 如何 根据 开关 函数 设计 简单 
开关 网 络 ? 为 此 ,我 们 引信 两 个 引 理 . 


册 全 在 k= &0 ,使 得 


| DO 
守 Ys 
读 
: 二 性 

也 中 wy 
过 四 

| 

图 4.19 


引 理 1 设 G= 岂 P 旭 ,P 久 是 以 < ,6 为 起 旋 点 的 加 ,en= ab 

和 FIG), 则 对 G 中 不 含 eo 的 圈 CC ,存在 两 条 轨 P's ,P's ,使 得 
E(C)=E(P', BE(P’,). 

证 【1) 若 sz.5 在 和 上 , 则 引 理 显然 成 立 ,这 时 取 圈 二 被 wa 
分 隔 的 两 个 弧 分 别 P's 与 Py. 

(2) 关 a,& 中 只 一 项 在 C 上 ,不 妨 设 = 在 C 上 . 设 P(5,z) 是 
一 条 轨 ,， 在 C 上 ,但 2 天 za. 由 总 的 构造 特点 ,这 种 加 一 定 存在 ， 
不 妨 设 P05,w) 是 这 种 轴 中 的 最 短 者 .4 与 4 把 CC 分 成 两 条 胃 PP" 
(uu)SP (la,u), 了 PP’ =Pb,u) UP (a,u),P’,= P(tp, 
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uw) UP (a,u) ,WE(C)= ECP DE(DP,,) ,NI 4.20. 
(3)a 与 5 皆 不 在 C 
上 , 因 G = UP 名 ,所 以 对 
于 CC 上 的 边 。 ,存在 一 条 轨 
Ps 有 扫 六 ,使 得 e 在 
PW 上 . 令 Po 与 C 的 第 一 
个 公共 顶 为 v, 最 末 一 个 公 
顶 为 ,PY 上 从 a 到 ww 的 
一 段 记 成 PY! ,PI 上 从 ww 图 4.20 
到 5 的 一 段 记 成 P 久 ,C 被 
v ,tw 划分 成 的 两 条 轨 分 别 为 P,P , 见 图 4,21. 令 
P’ ,= PAUP', UPS, 
P”, = PKU PU P'S, 
5 则 


E(C)}= E(P’,)DE 
(P's) ,证 毕 . 

引 理 2 GG 是 连通 图 , 且 
C=[I: *] 是 由 各 (G) 的 回 
量 为 行 构成 的 se 一 y+1 行 ,e 

图 4.21 列 的 矩阵 , 则 存在 一 个 生成 
树 , 相 应 的 基本 贺 矩 阵 满足 
C=Cr(G). 
且 EC 中 的 单位 阵 工 的 列 对 应 的 边 是 余 树 过 . 

证 因 ej 只 含 在 EC 第 一 行 所 对 应 的 无 公共 边 的 圈 之 并 中 ， 

故 如 一 e1 仍 连 通 , 同 理 
Gan=G— {esers'''y ee y+1| 

也 是 连通 图 ,但 
[IE(Gn)|=e—(e-y+i+l1)=v—1, 
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故 Go 是 6 的 生成 树 , ei , es2,…, e+ 是 余 树 边 .下 证 C= 
C(O). 

目 实 土 ,0 显然 是 (G9) 的 一 个 基底 ,对 于 生成 树 Co, 构 做 基 
本 天 矩阵 Cr(G) 得 

CG)=LT:*], 

CAG) 的 行 可 由 世 的 行 线性 表 出 ,出 C 的 构造 特点 , 必 有 Ci( 0) 
的 各 行 与 万 的 对 应 行 相 等 , 即 忆 = C,(G), 证 毕 . 

下 面 应 用 上 述 两 个 引 理 ,举例 说 明 如 何 由 已 知 的 开关 函数 绘 
制 相 应 的 简单 开 大 网 络 . 

例 1 和 st ratare tt Xlrs Terst 

了 二 
十 Toii7, 

试 绘 出 相应 的 简单 开关 网 络 图 . 

解 (1) 写 出 太史 各 项 对 应 的 向 量 组 万 的 宅 阵 Ps . 

因为 中 每 一 项 代表 从 a 到 #5 的 一 条 轩 , 所 以 称 上 述 和 矩阵 为 
开关 国 数 所 的 轩 阵 . 


本 | 省 3 十 3 过 二 十 过 有 二 了 十 贞 


1 1 1 0 1 0 1 0 
ll 0 10 1 0 0 
1 0 0 0 1 1 UW 1 
Ps = 
0 1 0 100 0 0 
0 1] 1 0 1 0 0 1 
1 0 1 10 1 1 1 
0 00 0 1 1 1 0 


(2) 令 二 人 一 他 各 ,与 出 {fr 十 ti 中 会 A400 的 图 组 成 的 宅 阵 Ci. 
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.| ,人 必 了 林寺 5 汪 白 了 守明 -二 站 


] 1 0 1 0 0 1 


一 
二 ”二 全 二 一 
i 
人 
EE 
二 
pk 


1 

0 

0 

] 

0 0 0 0 1 1 
Ci 就 是 PP, 右 侧 加 一 列 ,此 列 元 素 丝 1. 

(3) 在 所 中 对 Ci 的 行 与 列 进行 初等 变换 , 求 出 Cr(G+ 
zb). 经 行 的 初等 变换 及 调整 列 的 次 序 得 


二 |] 二 4 让 


Qo 0 0 1 1 1 


一 一 二 二 二 一 
二 
二 二 二 一 二 
人 
一 
这 
人 
Le 

二 


0 0 0 0 0 

控 cx0 把 避 + .xo 的 边 排 序 , 由 

引 理 1, G+ xo 的 基本 圈 向 其 可 以 由 Cl 的 行 线性 表 出 ;而 C1 蕊 由 

Ci 的 行 初等 变换 而 得 , 故 Ci 的 每 行 可 由 Ci 的 前 四 行 线性 表 出 ， 

进而 知 用 Ci 的 前 四 行 可 以 线性 表 出 G + zxo 的 每 一 基 图 向 量 ,又 

Ci 的 前 四 行 线性 无 关 , 可见 Ci 的 前 四 行 构成 各 (G + zo) 的 基 庆 

阵 , 故 车 避 +xo 有 9 条 边 ,4 二 se 一 y+1= 二 9 一 y+1, 喜 v=6; 由 引 

理 2, 存 在 一 个 如 + zo 的 生成 树 本 ,使 得 关于 了 的 基 轿 阵 CrtG 十 

2z0) 就 是 C 中 前 四 行 组 成 的 矩阵 . 且 ri ,x4, rg,x6 是 上 + zxo 的 
余 树 边 . 
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CD) 由 CiA(G+ zo) 求 Sj(G +xo)， 
由 定理 17 得 
1 4 是 有 本 3 5 7 RD 


olorova 


SA(G+z0)=I1 010010 OF 
:ol10o00100 
100 1000 10 
111110000 1 


(5) 由 Sy(G+ xo) 求 BJ(G + x0). 
因为 Bj(G+ xro) 的 行 可 由 Sj(G + xzo) 的 行 线 人 性 表 出 ,我 们 
对 SG+zo) 进 行 初等 变换 ,得 到 每 列 最 多 两 个 1 的 第 阵 , 即 得 
到 了 G+ .ro 的 基本 关联 御 阵 By(G + zo): 
XT 4 2 


和 


1] 01l1 0 dQ 0 0 
B/G+ ro)= | . 

00 10 00 1 1 0 

ll 00 110000 1 0 

0 10000 10 1 


(的 由 By(G+xo) 求 BCG + ro). 
在 Fi 中 把 Bj 的 每 列 元 素 相 加 得 B(G + zo) 的 最 末 一 行 : 
A 7 0 


"| 90710001 


wil 0 1001000 
Bl(G+x0)=%20 0 1000 0110|. 

vw] 00 100010 

2010000101 

wl0 100 11000 
(7) 根 据 BCG + zo) 绘 制 开 关 网 络 . 


从 G+ ro 融 去 xo 即 得 满足 阴 数 总 的 和合 单 开关 阅 络 ， 见 
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图 4.22， 


习题 一 


1, 求 图 4.23 中 图 G 的 圈 空 间 冲 (1G) 的 全 体 疝 量 ,是 求 出 侍 
(OG) 的 一 个 基底 , 画 出 相应 图 示 . 

2, 求 图 4.23 中 图 避 的 
断 集 空间 {G) 中 的 全 体 向 
量 ,并 求 z0C) 的 一 个 基底 , 画 
则 相应 图 示 ， 

3.C 为 Euler 图 的 充 归 条 
件 是 :对 任何 SE 3{G),5 中 
非 零 分 量 有 侦 数 个 . 

4. 无 问 图 邻接 隆 A(G) 
每 列 之 和 与 关联 逢 阵 BCG) 的 每 行 之 和 有 何 图 论 含义 ? 

5.G 是 2 分 图 ,证 明 G 的 项 可 以 适当 编号 ,使 得 A(G) 时 如 
下 形状 ; 


图 4 .23 


0 六 
A(G)= | "| 
La 0 
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其 中 子 阵 Ayl = Ab. 
0 1 0 
] 0 1 
i0 1 0 
7. 求 KK4 中 任 一 顶 到 自己 的 长 3 的 道路 之 数目 , 且 在 图 上 标 
出 这 些 道路 . 
3. 已 基 图 G 的 邻接 距 阵 为 


6. 已 知 一 矩阵 A= , 求 六 I 中 2,2 导 元 素 . 


0 100 
1000 
A(G)- 0001 
00 10 
不 许 画 图 ,论证 G 是 否 连 通 . 
9. 已 知 图 GG 的 基本 图 矩阵 为 
1 1100000 
10010 101 
cocooollo il 
10100111 
求 G 的 一 个 基本 割 集 矩阵 Sy(G). 
10. 已 知 图 G 的 基本 关联 阵 为 
1 10000 
0 11000 
BA 0 101| 
000110 
求 C/A(G) 与 Si(G). 
11. 已 知 连 通 图 G 的 基本 阐 咎 阵 为 
a bv cadre fg 
0 001 100 
CC) 10 10011 0 
0nDn1l00 1 1 
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不 许 画 图 , 回 告 十 台 ， 
(15cyey 及 导出 生成 树 . 
(2)1eycyeyf 导 出 生成 鱼 . 
(3)ia,pseyoi 是 齐集 . 
(4)15， ce 是 割 集 . 
(5) de gl 是 害 集 ， 
(6)|a,p,c,d,gl 导 出 一 个 圈 ， 
(7)iacdyeg 肛 导出 一 个 别 . 
12., 画 出 图 4.24 中 的 每 棵 生成 树 ， 
13. 已 知 开 关 函 数 六 , 画 出 相应 的 
简单 开关 网 络 : 


C1} fy = Trt TTs tt ro Ira 


+ 计生， 


图 4.24 


(2) Fp=r Ta 十 .TIEdTR + 
二 TATALTTH TTITETIN Et TULALSTOTI T LITIZILINS 十 
LATATILELE: 

14.4(G) 是 图 避 的 邻接 矩阵 . 

(1) 已 知 42(G) 主 对 角 线 之 和 是 100, 求 |E(G)|. 

(2) 已 知 A3(G) 主 对 角 线 之 和 是 600, 求 G 中 三 角形 个 数 . 

15. 已 知 n 阶 方 阵 A 的 左下 角 n1 号 元 素 及 主 对 角 线 石 邻 的 
元 素 为 1 ,其余 元 素 为 零 ,k EN, 试用 图 论 方法 求 : 

(1).A? 主 对 角 线 元 素 之 和 ， 

(2)A" 主 对 骨 线 元 紊 之 和 ， 


其 中 妨 沪 
0 100 0 
00 10 0 
六 二 rt 
000 l 
1000 0 
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]6. 天。 中 存在 6 个 图 CCz, C3; CC Ci 使 得 E(kKs) 一 
E(CODE(CIOE( CIDE(CIODE(CIOECC,Y 

17. Vo 是 图 C 的 独立 集 , 求 邻接 矩阵 A(G[ Vo]) 和 道路 算 
孟 P(G[ Vo]). 

18. 图 G 的 每 个 基本 圈 向 量 中 , 非 零 分 量 的 个 数 和 皆 为 偶数 ， 


求 > A211! 主 对 角 线 之 和 ,其 中 A = A(CG) 是 G 的 邻接 矩阵 


19. 11 7T2 厦 图 G 的 两 个 生成 树 , 相 应 的 基 轿 阵 分 别 为 C51 
与 C7, 求证 :C9 可 由 CY) 经 初等 行 变换 而 得 . 

20.4 = (ai),x, 是 图 G 的 邻接 矩阵 ， 

(1) 对 YXEN,A* ! 主 对 角 线 元 素 之 和 为 零 , |E(G)| 关 0， 
求 (GCG); 

(2) 对 YEEN,A% !' 主 对 角 线 元 察 之 和 为 零 ,| 五 (G) | 天 0 
求 (GG). 

21. 图 G 的 基本 关联 矩阵 为 


B= 


1 0 100 
1 1 0 1 中 
0001 1 
不 许 画 图 ,回答 : 

《UG 是 咨 连 通 ? 为 什么 ? 

(2 是 藻 Euler 图 ? 为 什么 ? 

(3)G 是 否 可 以 “一 笔画 "? 为 什么 ? 

(4)G 是 否 平面 图 ? 为 什么 ? 

05) G) 是 几 维 线性 空间 ? 

(6)G 中 有 几 个 圈 ? 为 什么 ? 

(7) 如 是 否 Hamiiteor 图 ?为 什么 ? 

(8)r(G)=7 

22. 已 知 有 向 图 G 的 邻接 阵 为 
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0 1 0 
0 0 1 
100 
不 许 画 图 ,回答 G 是 否 强 连通 ? 为 什么 ? 

23. 求 图 4.25 中 有 同 图 的 极 太 强 
连通 子 图 . 

24. 有 向 图 G 的 关联 矩阵 为 
1 1 1 0 0 0 
-10 0 -10 1 图 4.25 
0 0 -10 -1 -1 
0 -10 1 1 0 
求 r{G), 并 区 出 一 切 生 成 树 . 


A{G)= 


时 


下 (G)= 


25. 写 出 图 4.26 中 有 
向 图 6G 关于 生成 树 工 = GG 
[aac, zf 人 的 基本 团 矩 
阵 与 基本 割 集 矩阵 

26.B(G) 是 有 同 图 总 
(CV,E) 的 关联 和 矩阵 , 求 

图 4.26 Y， Vp =? 
其 中 6, 是 B(G) 的 元 素 . 
又 车 G(V ,EE) 的 邻接 和 矩阵 A(G) = (ay ),x,, 说 明 >， ai 


的 图 论 意义 ， | 


4.5 拟 阵 


4.5.1 拟 阵 的 概念 
拟 阵 在 计算 机 科学 和 系统 理论 中 的 应 用 日 益 增 案 , 本 市 介绍 
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它 的 基本 概念 ,性质 和 应 用 . 

线性 代数 中 有 “ 特 代 定理" 口 : VW 是 一 个 线性 空间 ,B, 与 B， 
是 V 的 两 组 基 , 那 么 对 Bi 中 任 一 同 量 ec, 可 以 找到 8B; 中 一 个 向 
量 六 ,使 得 (5 一 jel}Uii 放 t 也 是 VW 的 一 组 要 . 

图 论 中 也 有 类 似 定 理 . 

定理 1 GG 是 连通 图 ,人 TT 与 了 ;是 G3 的 两 棵 生成 树 , Ye 全 上 
(Ti;) , 则 存在 fEE(T,), 使 得 (TT 一 e)}+ 是 G 的 生成 树 . 

证 和 震 e&RET2) ,定理 上 绅 然 碟 立 ; 石 < 和民 (1T2), 则 ee 的 病 
点 非 一 次 顶 , 且 天 (T) 一 (CT 记 了 ;站 = 下 1(T2) 一 
王 (于 ,把 T: 一 人 厂 中 的 按 分 别 添 人 TT 而 得 的 各 圈 中 必 有 一 个 
C 含 e; 否 则 ,分 别 删 去 所 得 各 圳 中 不 属于 了; 的 过 得 本 ,但 
ce 所 FE( 了) ,未 被 册 兴 ,这 是 不 可 能 的 .显然 ,C 上 必 有 一 边 了 GE 
ET 但 f 仿 E{T), 于 是 从 C 上 删 队 e 后 得 TT 一 e+ 六 仍 为 避 
的 生成 树 , 证 毕 . 

把 定理 1 的 事实 抽象 成 集合 论 的 语言 , 便 引 出 拟 阵 的 概念 . 

定 人 1 {FE,PB) 为 有 序 偶 ,其 中 下 是非 宝 有 限 集 .8 是 E 的 -一 
些 子 集 组 成 的 非 空 族 , 称 8 中 每 个 子 集 为 基 ; 且 满足 

(81) 每 个 基 不 是 别 的 基 的 真子 集 ; 

(fp) 大 Bi 与 Bz 是 两 个 基 , YeE Bi, 则 和 存在 f€ 日 ,使 得 
(Bj 一 el)UitFfl 也 是 基 , 则 称 ( 上 ,8) 是 一 个 拟 阵 , 记 成 M = (EE， 
8B} .0 

由 定义 知 M 中 在 两 个 基 Bi 和 B23, 必 有 |B,|= [1B;|, 称 IBi| 
= | B2| 这 个 数字 为 M 的 我， 

着 GCV,E) 是 一 个 无 向 图 ,由 G 的 各 个 生成 林 的 边 集 为 基 
则 构成 一 个 拟 阵 MG)= (EC(G),B). 称 M{G) 是 图 G 的 圈 拟 阵 
CCircuit matroid}. 

若是 向 量 空间 中 一 个 非 空 有 限 向 量 集 ,上 L {EE) 是 由 下 线性 
生成 的 子 空间 ,由 互 的 任何 一 个 线性 无 关子 集 , 当 它 能 线性 生成 
LE 时 , 便 作 为 一 个 天, 这 样 的 基 之 全 体 记 成 8, 于 是 {EE, 也 是 
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- ,个 报 阵 , 称 之 为 向 量 拟 阵 . 

在 拟 阵 中 ,下 的 一 个 子 集 称 为 无 关 的 ,是 指 它 是 拟 阵 东 个 基 
的 子 集 . 基 即 极 大 无 关 集 , 任 一 拟 阵 ,都 可 由 它 的 极 大 无 关 集 唯一 
确定 . 对 于 向 量 拟 阵 ,五 的 一 个 子 集 为 无 关 集 的 充 要 条 件 是 , 当 把 
E 的 这 个 子 集 的 元 素 视 为 向 旦 空 间 的 向 量 时 ,它们 是 线性 无 天 
的 .与 此 相仿 地 , 若 GUY,E) 是 图 ,由 MG ) 的 无 关 集 便 是 G 的 
不 禽 圈 的 边 集 , 即 导出 G 中 的 林 的 边 集 ， 

一 个 氢 阵 可 以 用 它 的 无 关 集 来 描绘 ,所 以 可 以 用 无 关 集 来 表 
述 拟 阵 的 定义 . 

定义 2 一 个 拟 阵 MM 是 一 个 有 序 鼻 (E,9) ,其 中 EE 是 非 空 有 
限 集 ,9 是 EE 的 一 些 子 集 的 非 空 族 ,其 中 每 个 子 集 称 为 无 关 集 ,无 
关 集 满足 

(91) 无 关 集 的 子 集 是 无 关 集 . 

(92) 了 与] 是 两 个 无 关 集 , 且 | 了 >>11|, 则 J 中 有 一 个 元 素 
e, 它 不 在 【中 而 能 使 IU te| 是 无 关 集 .| 

用 定义 2 时 ,可 把 基 定 义 为 一 个 极 大 无 关 集 ;反复 使 用 (532) 
于 任 一 无 关 集 , 便 可 把 它 扩充 为 一 个 基 . 

容易 证 明 , 在 定义 1 中 ,规定 每 个 基 的 子 集 为 无 关 集 , 则 玉 连 
司 它 的 爹 体 无 关 集 自动 地 满足 定义 2; 友之 ,在 定义 2 中, 按 上 述 
(用 (32) 扩 充 成 基 }) 的 说 明 ,E 连 向 全 部 基 也 满足 定义 1; 从 而 定义 
1 与 定义 2 是 等 价 的 . 

若 M = {EE,9) 是 拟 阵 ,EE 的 一 个 子 集 不 是 无 关 集 时 , 称 之 为 
相关 和 集 ; 极 小 的 相关 集 称 之 为 圈 , 对 于 AICG), 它 的 每 个 团 正 是 图 
G 中 的 圈 . 

车 MM= (FE,9),ACE, 则 A 所 舍 的 最 大 无 关 和 集 的 阶 数 称 为 
A 的 秩 , 记 为 (4). 前 面 说 的 氢 阵 AM 的 秩 , 用 秩 函 数 表示 即 为 
ol 玉 ). A 为 无 关 集 的 充 概 条 任 是 ptA)= |Al. 

定义 3 一 个 拟 阵 M 是 一 个 有 序 偶 { 瑟 ,po) ,其 中 五 是非 空 有 
限 集合 ,o 是 定义 在 五 的 宕 集合 上 的 整 值 国 数 , 且 满 中 
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(0 0 咯 p(A) 委 [4| 对 三 的 每 个 子 集 A 成 立 ; 

(02) 对 ACBCE, 则 p(A}<o(B); 

(ps3) 对 任何 A,BEE,o(AUB)+o(ANB)So(tA)+ 
o(B). 

定理 2 定义 3 与 定义 2 等 价 . 

证 设计 = {上 ,四 ) 是 定义 2 中 的 氢 阵 ,规定 p(A ) 为 售 于 各 
的 最 大 无 关 集 中 元 素 的 个 数 , 则 (p1) (pz) 成 立 .下 证 (ps) 亦 成 立 ， 
设 臣 是 A 门 B 的 极 大 无 关子 集 , 由 于 久 是 A 的 无 关子 集 , 它 能 扩 
充 为 A 的 一 个 极 大 无 关子 集 Y ,再 扩 充 为 AUB 的 一 个 极 大 无 关 
子 集 Z; 因 为 外 UU(2 一 了 了) 是 B 的 无 关子 集 ;由 (p23),p(B) 之 p(X 
Uz Y)=|X|I+|12Z2|-|1Y|I=p(ANMB)}+p(AUB}- 
0( 及 ), 故 (pa) 成 并 . 

反之 , 设 M=(E ,po) 是 定义 3 中 的 拟 阵 ,规定 五 的 子 集 4 是 
无 关 集 的 充 要 条 侍 是 pc(A)=|14|. 若 II 天 # AICA, 当 A 为 无 
关 集 时 ,A=A1U(A 一 A1), 才 pC(AD)<|IAll, 因 p(tA- Ai)< 
和 -4=141-1a41, 故 141=po(A)=o(aIUIA 一 AD)= 
oAIU(A~AD+toA NA-ADEPp A NN) top(A- A)< 
1A11+1A1-1A1|l=1A|, 闪 盾 , 旗 p(BA1)=1Al| AI 是 无 天 集 ， 
妈 (51) 成 立 .下 证 (32) 成 立 . 设 了 与 J 是 无 关 集 电 1] | 之 111. 用 反 
证 法 , 设 of 站 = 大 ,并 设 对 每 个 属于 了 而 不 属于 了 工 的 元 素 e, 几 有 
p(TUiel)= 训 ,那么 , 若 e 与 都 属于 J 而 不 属于 1, 则 由 (ps) 基 

ollUfet Ui{fFi) p(TIU lie) + oI!fI)- p(1)=&, 
由 此 得 p(T 了 U1e} U1fi) 二 上 ,继续 这 种 程序 ,每 次 添 入 J 丁 的 一 个 新 
元 素 , 出 二 每 一 步 得 到 的 集合 穆 丝 为 上 ,最 后 得 p( 了 UJ 了) = 上 .由 
C02) 知 ,oO ,与 oC(1)= 1T1>111 = pl 了 0) 二 有 下 慎 ,斯 志 , 在 
本 中 存在 一 个 不 属于 I 的 元 素 f ,使 得 ptIUlFI)=k+1=|jIl+t 
1 ,证 毕 . 

所 谓 拟 阵 MM=( 玉 ,op) 的 环 (loop) ,是 指 下 中 满足 p(te1)=0 
的 元 素 e ;JM 的 一 对 平行 元 素 是 指 E 中 一 对 元 素 le, 站 ,ee 了 散 非 
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坏 ,但 ol je ,天 )=1. 在 图 的 拟 阵 M(G) 中 ,这 里 说 的 环 与 平行 元 
豪 分 别 是 图 的 环 与 重 边 ， 

下 面 介 绍 几 种 重要 的 特殊 拟 阵 . 

(1) 平凡 拟 阵 :具有 空 集 这 一 个 无 关 集 的 拟 阵 , 它 是 一 个 秩 
为 0 的 拟 阵 . 

(2) 离散 拟 阵 :下 的 每 个 子 集 缘 无 关 集 的 拟 阵 ,离散 拟 阵 只 
有 一 个 基 , 它 是 互 本 身 , YACE,o(A)=1A|. 

(3) 均匀 拟 阵 :全 部 基 即 为 巨 的 全 体 上 元 于 集 时 , 称 拟 阵 为 
上 的 一 均 句 拟 阵 . 

平凡 拟 阵 与 离散 拟 阵 和 车 鑫 邹 拟 阵 的 特例 . 

(4) 同 构 拟 阵 ;AM= (El,81) ,Ms =(E: ,oo) 称 为 同 构 氢 阵 ， 
指 存在 可 道 映射 p: 卫 一 三: ,使 得 El 中 的 元 素 组 成 的 子 集 在 Mi 
中 为 无 关 集 , 当 且 奴 当 它 在 Es 中 的 象 在 M, 中 是 无 关 集 . 

(5) 可 图 拟 阵 : 若 拟 阵 M 与 一 个 图 G 的 略 拟 阵 同 构 , 则 称 
拟 阵 M 是 可 图 所 隆 . 

例如 在 EE=11,2,3} 圭 ,以 名 ,11| ,i121,13|,11,21, i1,31 为 
无 关 集 的 拟 阵 M 与 图 4.27 中 图 G 的 圈 拟 阵 MG) 同 构 , 此 拟 阵 
是 可 图 拟 阵 . 


并 非 每 个 拟 阵 都 是 可 图 的 ,例如 4 2 
元 素 集合 上 2 一 均匀 拟 阵 不 可 图 co L dd 了 
(6) 图 的 割 集 拟 阵 与 补 可 图 拟 阵 

设 CU4Y , 王 ) 是 一 个 图 , 拟 阵 ( 王 ,3) 时 4.27 


中 5 是 EE 的 如 此 子 集 族 , 其 成 员 不 以 G 
的 任何 割 集 为 子 集 , 记 之 为 M*(G), 称 之 为 图 G 的 割 集 拟 阵 ; 大 
一 个 拟 阵 与 某 图 G 的 割 集 拟 阵 同 构 , 则 称 此 拟 阵 为 补 可 图 拟 阵 . 
下 面 验证 制 集 拟 阵 满足 拟 阵 定义 . 《31) 目 然 成 立 . 下面 证 岗 
(92) 亦 成 立 , 设 了 与 都 是 3 的 子 集 , 且 | 耻 所 | ,jel,e2s"* ,exl 
一 了 门卫 el 
eoi ,于 是 由 I< 人 | 知 g-p>p-k. 帮 IUiel(i=p+l,, 
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9) 片 不 属于 9 ,那么 这 p - p 个 集合 都 以 的 割 集 为 子 集 .由 于 J 
是 无 关 集 , 故 TU je,! 所 含 的 局 之 割 集 不 会 是 jei ,e,,…, ei ,ei| 的 
子 集 , 蕊 必 会 有 |es1y eof 中 的 革 些 边 , 而 了 LU tel (ji i,j 
取 ip +1,…, gi 中 的 值 ) 中 所 含 的 G 的 割 集 与 了 U 1e} 所 合 者 不 
同 , 即 它 所 合 的 和 es,1,…, esi 中 的 边 与 1U 1e,| 所 会 者 不 同 ,但 g 
~“ 轧 之 一 率 ,下 夺 , 破 必 有 eEJ,e 千 了, 使 得 TU fej 仍 为 无 关 集 . 

(7) 可 平面 拟 阵 : 既 是 可 图 的 又 是 补 可 图 的 氢 阵 叫做 可 平面 
拟 阵 . 

(8) 可 表示 拟 阵 

M 是 集合 天 上 的 拟 阵 , 称 M 在 域 忆 上 是 可 表示 的 , 指 存在 下 
上 的 问 量 空间 V 以 及 映射 p:E 一 V, 它 有 以 下 性 质 :ACEFE 在 M 
中 为 无 关 的 , 即 p 在 4 上 是 - -一 对 应 且 w(A) 在 V 中 线性 无 关 ， 
当天 取 0-1 二 无 域 时 , 称 M 为 二 分 所 阵 , 在 每 个 域 上 皆 可 表示 
的 氢 阵 叫做 正则 拟 阵 ;有 的 氢 阵 在 任何 感 上 皆 示 是 可 表示 的 

图 G(CV ,五 ) 的 圈 拟 阵 M(G) 是 一 个 二 分 拟 阵 .事实 上 ,在 关 
联 知 阵 B(G) 中 ,每 条 边 对 应 的 列 向 量 为 0- 1 向量, 一些 边 组 成 
一 个 圈 时 ,对 应 的 向 量 之 和 为 零 向 量 (在 0-1 二 元 域 上 计算 )， 

(9) 一 部 执 阵 与 Euler 拟 阵 

一 个 拟 阵 的 每 个 圈 都 是 由 偶数 个 元 素 组 成 , 则 称 它 为 二 部 拟 
阵 ; 站 三 是 一 些 无 公共 元 素 的 圈 之 并 , 则 在 集合 已 上 的 拟 阵 称 为 
Euler 掀 阵 . 

(10) 子 扳 阵 

M 是 定义 在 集合 下 上 的 拟 阵 ,4SR,AM 在 A 上 的 限制 记 成 
Mx4, 是 指 如 下 拟 阵 . 它 的 圈 愉 好 是 M 含 于 4 的 圈 . M 到 A 的 
收缩 记 成 M'A ,是 指 如 下 氢 阵 , 它 的 圈 是 集 族 | C. 门 A | 的 极 小 元 
其 中 C; 是 MM 的 图 ,它们 对 应 于 在 一 个 图 中 删 去 某 些 边 及 把 基 些 
边 收 缩 掉 . 

茶 拟 阵 M 经 有 限 次 限制 与 收缩 得 到 的 拟 阵 叫 做 凡 的 子 所 
阵 ， 
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4,5,2 拟 阵 理论 

定义 4 若 M=(E,o) 是 用 秩 函 数 定义 的 一 个 拟 阵 ,M 的 对 
侦 拟 阵 AM “定义 如 下 : M* =( 瑟 ,po ), 对 4 已 ,po 满足 

PP (A)=|1A|+p(E -A)-p(E).D 

定理 3 M* =(FE,p') 是 玉 上 的 一 个 拟 阵 . 

证 我 们 对 p" 验证 定义 3 中 的 (p1),(p23),(p3) 三 个 条 忻 . 设 
太 A 二 B, 由 p* 的 表达 式 得 

p(B)~o (A)=|1B|-1A|+o(E-B)-o(E-A), 

人 B=E-B,A=E-A,BA,pe(AN)Ep(AI- BI)+ 
p(B1) ,或 p(B1) -ptA1) 宇 -po(A1 一 Bi1)= ~ p(B 一 A), 代 回 原 
式 得 
op {(B}-po (A)=|BI -1A|+o(Bi) -po(Al) 
之 |B| -1A|- c(tB-A), 
由 (pi) 知 此 式 不 小 于 0, 从 而 AESBSEE 时 ,p*(B) 宇 o* (A), 即 
ob 满足 (po). 

为 了 验证 (pi), 首 先 易 知 o” (4) 委 14| ,又 由 (6o3),o{f 五 ) 
tolp)EpotA)to(E-A), 喜 pl(E)- po(E- A)Sp(A)SEIA|, 
因而 p* (A) 守 0. 

最 后 验证 p "满足 (os3) ,对 任何 A, BEE， 

pop (AUB)+p* (ANMNB)=|AUB|I+|1ANB|I+o(E-(A 

UB)+o(E-(ANMNB))—20(E) 
=|IAI+|B|I+p((E-ANMN(E- B)+p((E-A)U(E- 
B)) -2p0tE) 
IA|I+IBI+o(E-A)+p(E-B)-20(E) 
=p (A}+0"(B), 
证 毕 . 
定理 4 M 的 基 是 M 的 基 的 补 集 . 
证 大 BB 是 M*' 的 基 , 往 证 -~-B* 是 M4 的 基 . 由 于 B* 在 
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M "内 是 无 关 的 ,1 B" |=o*(B*), 因 此 otE-B")= po(E), 于 
古 只 天 证 王 - 吾 "在 M 中 是 无 关 的 ,由 于 B* 是 M* 的 基 , 故 
p(B’)=p’” (E), 于 是 po* (EE)=|E|+p($)}- 0o(E)=E- 
otE),WMIB |+p(E-B)-o(E)=|E|-o(E),o(E-B’*) 
= |E 一 B*|, 证 毕 . 

每 个 拟 阵 都 有 上 崔 一 的 对 偶 , 且 (AM * ) = AM， 

定理 5 GG 是 一 个 图 ,MM*(G)=(M(G))*. 

证 由 于 M* (GG) 的 圈 都 是 G 的 制 集 , 我 们 须 验 证 C* 是 
CMLG)) ”的 圈 的 充 要 条 件 是 ;C* 是 6G 的 割 集 .车 C* 是 G 的 荐 
集 , 而 C "在 (MM(G))" 中 是 无 关 集 ,那么 C* 可 以 扩充 为 (M 
(GG)) 的 一 个 基 8B". 由 此 得 C* 门 (二 -也 )= 引 而 任何 割 集 与 
生成 林 有 公共 边 ,这 里 上 ~ B* 正 是 G 的 一 个 生成 林 , 由 此 得 了 矛 
销 . 于 是 C" 是 (M(G))* 中 的 相关 集 , 它 含 有 (MCG))* 的 一 个 
圈 . 

肥 之 ,大 DD 是 (M(G)) ”的 一 个 圈 , 则 D* 尔 合 于 (MI(G))* 
的 任 一 基 内 .由 此 , 与 M(G) 的 每 个 基 都 有 公共 边 , 即 D* 与 
G 的 每 个 生成 林 都 有 公共 边 , 所 以 DD* 含 6 的 一 个 割 集 ,证 毕 . 

这 里 谈 了 不 连通 图 的 割 集 ,是 指 此 图 一 个 连通 片 的 割 集 . 

知 拟 阵 M 的 一 些 元 素 组 成 的 集合 形成 M* 的 一 个 圈 , 则 称 这 
个 集合 形成 M 的 一 个 补 圈 . 由 定理 5 知 , 则 G 的 国 拟 阵 的 补 圈 恰 
好 是 G 的 割 集 . 还 可 仿 此 定义 M 的 一 个 补 基 为 页 * 的 一 个 基 , 以 
及 相应 的 补 秩 、. 补 无 关 集 等 等 .还 应 指出 , 拟 阵 M 是 “ 补 可 图 的 ” 
的 充 要 条 件 是 M * 是 可 图 的 .引信 " 补 概念 ”, 便 可 以 集中 注意 拟 阵 
放 , 不 必 分 心照 顾 M” .为 说 明 这 一 点 ,我 们 证 朋 下 列 命 题 在 拟 阵 
方面 的 类 似 结果 . 

命题 1] FF 是 图 G 的 生成 林 , 则 

(1) 上 5 的 每 个 割 集 都 与 FF 有 一 条 公关 边 ; 

(2) CG 的 每 个 圈 都 与 下 关于 避 的 补 图 ( 指 从 G 中 删 去 下 的 
各 边 得 到 的 图 , 即 “ 余 林 边 ”导出 的 生成 子 图 ) 有 一 条 公共 边 . 
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与 命题 1 的 类 似 结论 在 拟 阵 中 表述 成 . 

定理 6 拟 阵 的 补 圈 与 基 相 交 . 

证 设 C' 是 拟 阵 M 的 补 阐 ,B 是 MM 的 要 ,有 是 C* 门 B= 允 ， 
即 C" 含 于 E-B 内 ,作为 M* 的 圈 ,C* 含 于 MM* 的 一 个 基 内 ,六 
盾 , 证 毕 ， 

推论 1 氢 阵 的 圈 与 补 基 相交 . 

我 们 看 到 ,用 拟 阵 的 观点 ,上 述 命 题 1 的 (1)(2) 实 际 上 是 一 个 
结果 的 两 种 对 侣 形式 ,在 扳 阵 中 只 需 证 明 一 个 结果 并 用 一 下 对 偶 
性 即 可 . 

作为 拟 阵 论 引 人 简化 的 进一步 的 例子 ,我 们 考虑 下 看 的 命题 : 

命题 2 (1) 千 图 局 的 两 个 不 同 的 圈 部 含有 涪 一 条 边 e, 则 G 
有 一 个 不 含 e 的 圈 ;(2) 把 圈 改 成 割 集 , (1) 仍 成 立 . 

在 拟 阵 论 中 ,证 明了 关于 图 的 结果 之 后 ,再 把 它 用 于 
AT (GG), 空 即 得 出 关于 制 集 的 结果 ;反之 , 亦 可 利用 对 侦 性 ,由 关 
于 荐 集 的 结果 归结 出 关于 图 的 结果 . 

下 面 讨论 有 关 平 面 图 对 偶 图 的 问题 ,在 第 一 篇 中 ,我 们 已 经 给 
出 平面 图 对 侦 图 的 概念 ,下 面 引 人 图 的 抽象 对 和 侦 概 念 . 

定 光 5 5 的 抽象 对 侦 , 记 成 G* ,是 指 这 样 一 个 图 ,G 与 
G ”的 边 之 间 一 一 对 应 ,使 得 G 中 一 个 边 子 集 构 成 G 的 一 个 圈 的 
充 要 条 件 是 ,此 边 子 集 对 应 的 G* 中 之 边 子 集 形成 G*， 的 一 个 割 
集 .[] 

图 4.28 画 的 是 一 个 图 G 和 它 的 抽 每 对 侦 *. 

定理 7 G 是 图 G 的 抽象 对 偶 , 则 MG *) 与 (M(G))* 同 
构 ， 

证 由 于 GG” 是 G 的 抽象 对 偶 ,E(G) 与 EE(G*) 之 间 有 一 一 
对 应 关系 ,使 G 中 的 圈 对 应 G* 中 的 割 集 , 反 之 亦 然 . 由 此 得 
M(G) 的 图 对 应 于 M(G"') 的 补 圈 , 由 定理 5,M(G*) 与 (MM 
(G))' 同 构 , 证 毕 ， 

推论 2 G* 是 连通 平面 图 的 图 论 对 和 候 , 则 M(G*) 与 {MM 
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(G)) " 同 构 ， 

证 先 证 G 的 一 个 团 对 应 于 G ”的 一 个 割 集 ,反之 ,G ”中 和 任 
一 割 集 对 应 于 G 中 一 个 图 . 设 C 是 G 中 一 个 圈 , 则 C 包 和 了 G 
的 一 个 或 几 个 有 界 区 域 , 故 其 内 会 G* 的 非 空 顶 子 集 ;由 此 ,G* 与 
C 交叉 的 那些 边 ,形成 G* 的 割 集 ; 芭 之 ,把 G ”的 割 集 删 除 后 ,得 
到 含 两 个 连通 片 的 图 ,其 中 一 个 连通 片 的 顶 集 不 含 与 G 的 元 界 区 
域 对 应 的 顶点 时 , 围 了 这 个 顶点 集 所 对 应 的 G 的 各 区 域 的 外 围 
边 , 即 是 此 割 集 所 对 应 的 G 中 的 圈 , 由 定理 7 知 ,推论 2 成立， 


图 4.28 
一 个 平面 图 可 能 有 不 止 一 个 互 不 同 构 的 对 眉 图 ,而 拟 阵 的 对 
侦 是 唯一 的 .可 以 验证 ,车 G "与 如 是 平面 图 G 的 两 个 对 偶 图 , 则 
“与 GG 的 圈 氢 阵 是 同 构 的 氢 阵 . 


习题 二 


1.E=la,b,c,d ,el, 找 出 下 上 满足 下 列 条 件 的 氢 阵 :(1)EE 
有 了 唯一 的 基 ,(2) 空 集 是 唯一 的 基 ;(3) 五 的 恰 含 三 个 元 素 的 子 集 
的 全 体 组 成 基 集 合 ; 对 每 个 拟 阵 , 写 出 它 的 无 关 集 、 圈 {如 果 有 ) 以 
及 秩 施 数 ， 
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2. 01 如 图 4.29 所 示 , 写 出 图 拟 阵 M(G1) 与 MG?) 的 
基 . 圈 以 及 无 关 集 . 


图 4.29 

3.M 是 已 = |a,b,c,d!l 上 的 拟 阵 ,全 部 基 为 la,b!1,1a,cl， 
iadi ,b,c ,5di, jc,d|, 写 出 M 的 全 部 圈 , 并 引出 结论 :MM 
不 是 任何 图 G 的 圈 拟 阵 . 

4, 利用 性 质 (81) (B82) 证 明 ;(1) 集 合 E 上 的 拟 阵 任何 两 个 基 
含有 同样 多 的 元 素 ;(2)}ACE, 则 A 的 任何 两 个 极 大 无 关子 集 内 
会 有 同样 多 个 元 素 . 

5. 怎样 把 图 的 基本 图 集 的 定义 推广 到 拟 阵 去 ? 

6. 证 明 : 拟 阵 M 也 可 以 定义 为 一 个 有 序 偶 (三 , 扣 六 其 中 五 
为 非 空 有 限 集 , 色 是 五 的 非 空子 集 的 一 个 族 ( 其 中 每 个 非 空子 集 
称 为 图 ), 它 满足 :(1) 每 个 图 都 不 是 圈 的 真子 集 ;{2)Ci,C; 是 合 
边 e 的 两 个 圈 , 则 CU C; 中 有 一 个 图 , 它 不 省 e. 

7. 了 有 = ja,8l, 若 同 构 的 拟 阵 不 加 区 别 , 则 扎 上 恰 有 四 个 所 
阵 , 试 把 它们 的 基 .无关 集 和 轿 写 出 来 . 

8 五 =|a,pscl, 若 同 构 的 拟 阵 不 加 区 别 , 则 三 上 迟 有 8 个 拟 
阵 , 写 出 它们 的 基 ,无 关 集 与 圈 . 

9. 证 明 : 可 图 拟 阵 MCKs) 与 MICK3 3) 都 不 是 补 可 图 的 ， 

10.M 是 集合 EE 上 的 拟 阵 , 有 ASESBCE, 则 (1)(MxB)x 
A=MXA(2)HM:B).A=M:A. 

11. 车 拟 阵 M 满足 下 列 性 质 中 和 寿 一 和 性质, 则 M 的 任何 子 拟 
阵 也 满足 同一 性 质 ;(1) 可 图 的 ;(2) 补 可 图 的 ;(3) 二 分 的 ;{4) 正 则 的 . 

12.(1) 证 明 : 高 散 拟 阵 的 对 偶 是 平凡 拟 阵 ;(2)2 元 率 集 合 上 
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的 一 均 可 拟 阵 的 对 侦 是 什么 ? 
13, 求 第 8 题 中 8 个 拟 阵 的 对 偶 ， 
14. 下 列 拟 阵 的 补 于 和 寂 基 是 什么 ? 
《1 九 元 素 集 上 的 3 一 均匀 拟 阵 ;(2) 图 3 中 Gi 与 G2 的 图 拟 阵 ， 


4.6 个 称 短 阵 与 层次 分 析 


定义 1 詹 阵 A=(a) nxnasER,nEN, 目 aa =1,i, 
=1,2,…,n, 则 称 A 是 倒 称 窒 阵 ; 吞 A 是 倒 称 矩 阵 , 且 ax = 
acaw; 则 称 4 是 相 容 的 倒 称 短 阵 . 世 

例如 x 个 运动 员 ml ,mu 进行 同一 运动 项 自 之 比赛 ， 
在 同一 标准 下 ,%; 与 v; 的 得 分 之 比 为 e, , 问 应 如 何 排列 这 个 到 
动员 的 名 次 ? 日 问 每 人 的 得 分 占 n 个 人 总 分 的 百 分 之 几 7? ( 设 参 
赛 选 手 至 少 得 1 分 ) 

令 入 = (gy) nxnsvi 得 分 为 zu 出 


[Ww WL 耿 1 
TE 让)3 人 
Te 此 2 2 
A= |W WwW? Th (1} 
Tin Ter TE 
人 TO 


矩阵 A 中 关于 对 角 线 对 称 的 位 置 上 的 两 个 数 互 为 倒数 ,A 是 倒 称 
矩阵 ， 
设 一 =(rzlyr va 和 江 , 称 训 是 权 向 量 (得 分 向 量 ), 则 有 
站 记 三 玫 钢 ， (2 ) 
即 古 是 A 的 以 nn 为 特征 值 的 特征 向 量 . 于 是 求 方程 (2) 的 解 记 即 
得 各 运动 员 之 得 分 权重 , 按 此 权重 由 大 到 小 排列 名次. 
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也 


即 为 第 i 个 运动 员 得 分 占 n 人 总 分 的 百分比 . 


Ww 
而 且 (1) 中 的 A 是 相 容 倒 称 矩阵 
考虑 倒 称 阵 : 
1 4 
1 
A=I6 1 3 
1 1 
4 3 


ga1 = 让 ;4943=4,421"443 二 他 闫 az3=3, 可 见 此 矩阵 六 不 是 
相 容 的 倒 称 阵 . 

定理 1 如 果 A = 二 (a;) ,x 是 正 的 相 容 短 阵 , 即 ay >0, 且 
ai 二 ep 则 4 是 倒 称 矩阵 . 

证 由 于 qa = 4 则 ce 六 一 any 从而 asn =1,i,1,k=1,2, 
"Ri oi 一 ass 所 以 ,a 一 下 ,大 A 是 倒 称 第 阵 , 证 毕 ， 

定理 2 设 和 AA 是 正 元 素 组 成 的 人 第 阵 , A 相 容 的 充分 必要 条 件 
是 A 的 秩 为 1, 且 主 对 舟 线 元 素 皆 为 1. 

证 设 A 相 容 ,由 定理 1,a,=1,i=1,2,…,n ,又 


dl 1 
11 


= 一 已 二 习 1 
£7 pL tl, | * 3 


即 第 ; 行 是 第 一 行 的 - 倍 ,i=1,2,…,n. 所 以 六 的 秩 沟 1. 
下 证 充分 性 .已 知 A 的 秩 是 1, 则 第 i 行 是 第 一 行 的 c, 倍 ,第 
j 行 是 第 1 行 的 c 售 ,ec,,c;>0, 于 是 


各 


tt 
UR CRIAAIR Ctl) = Uj， 
1 ~! 
站 已 齐 as =1,7=1,2, ,7 ,Pl dsl = kts = 1,2, 
…,n, 故 A 是 相 容 矩阵 ,证 毕 . 
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推论 正 的 相 容 和 矩阵 A 的 形状 如 下 : 


au 4 43 .. dn| 
2i Hl Hl i] 
A 22 2 ,A 
di di di Qn ,| | 
Ql U2 A ,Qn 
tm Adin Qn jin 
这 种 形状 的 转 置 怡 为 得 分 矩阵 (1) 的 形式 . 


定义 2 A 是 nx 和 矩阵 ,A 的 模 最 大 的 特征 值 称 为 主 特征 
值 ,相应 的 特征 向 量 称 为 主 特征 向 量 ; 主 特征 值 记 成 4. 口 

根据 Perron 定理 ,对 于 所 有 元 素 篆 正 数 的 方 阵 4 , 主 特征 值 
4 是 唯一 的 ,A >0,4 是 单 重 的 , 主 特征 向 量 的 分 量 皆 正 数 . 

定理 3 正 的 x 阶 倒 称 阵 相 容 的 充 要 条 件 是 A=n. 

证 了 及 4=(an)uxy 是 正 的 倒 称 矩 称 , 与 4 的 主 特 值 A 对 应 
的 主 特征 向 量 为 w= 二 (zw ,tw2,，…', tw) .于 是 Arw = 4z, 其 分 量 
形式 为 


腻 
- 局 , 

A 一 Daw ,i 一 | .2 天 
-1 


人 Ter TE, 
A 12 各 
nA—n = >) Das 
= (Da + asi, 
jz 
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于 是 
—_hn -] -~ 各 一 拓 
1 人 天 一 了 | 一] 
一 1 To 
一 一 二 十 n(n 加 1) .1 as + Qi ww! 
(3) 
记 ay = es, {dd) 
i 
当 且 仅 当 ej = 1 时 ,A 就 是 比分 阵 ! ™ 是 正 的 相 容 倒 称 阵 . 
由 有 的 倒 称 性 及 a 一 一 6 得 = pb ;于 是 (4) 可 与 成 
1 .一 
A om (5) 


由 (5) 知 当 且 仅 当 sy = 1 时 ,和 
是 正 的 相 容 倒 称 阵 ,证 毕 . 
从 定理 3 得 出 , 今 二 ?是否 为 零 是 A 是 否 相 容 的 判 据 ,如 果 A 
不 是 相 容 的 正 矩阵 , 则 全 二 在 越 接近 零 , 4 越 接近 于 相 容 . 
称 pn(A4)=4 一 -为 正 条 阵 AL。 ) ， 的 个 
美国 橡树 内 国家 实验 室 对 随机 生成 的 各 种 阶 数 的 正 倒 称 阵 ， 
分 别 求 得 其 p 的 平均 数 瑟 (n), x 是 短 阵 阶 数 ;一 般 用 上 (人 ?来 表 
未 A 的 相 容 程 度 , 当 从 (人 <c0 1 时 , 则 认为 A 有 满意 的 相 容 性 ， 
2(1})=0.00, 2(2)=0.00,， (3)=0.5 人 ， 瑟 (4) 一 0.90， 
ES).12, (6)=1.24, 2(7)=1.32, A(8)=1.41, 


a(9)=1.45, A(10)=1.49, A(11)=1.51, 2{(12)=1.54, 
(13})=1.58, A(14)=1.57, A(15)=1.59. 
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【以 上 各 数据 采 自 美国 活 顿 管理 学 院 的 统计 结果 
奋 是 =({cy)x ,是 相 容 的 正 第 阵 ,如何 求 得 主 特征 向 量 ,我 们 
有 以 下 的 选 代 算法 . 
设 A 的 特征 为 
A> 1]4z| 实 13| 宇 … 守 [1 |， 
相应 的 特征 向 量 为 v1, zw,…, 芭 ,其 中 芒 即 主 特征 向 量 . 取 记 = 
(1,1,…,1)7, 可 以 找到 c.,; 二 1,2,…, ,使 得 六 > -总 , 从 而 


一 | 一 一 和 
Aro = 2 oAv 
l 


fr 二 


> A > 1， > 
= Atc| wi 十 Ac2 V2 + + A Cn Vn), 


—» 一 和 下 一 和 Fo 一 = 
A’ 站 一 AtciAA | 十 ec2A va 十 十 有 全 ca vw ) 


一 A* (ce wr 十 所 
如 此 递 推 得 


> A A -> 
A xo 一 A"{c] UV] 十 (Ce, wz 十 "* "十 ("cn vn) 天 六 工时 ， 


加 一 一 可- 
CI Uo 二 2 了 


nl 


C11 一 2,3,…,n, 于 是 A”x0 A Arcl ,ec 天 0, 即 选 代 


足够 多 次 之 后 , A* zx6 与 主 特征 向 量 太 方向 近似 一 致 . 由 上 述 道 
理 ,可 以 建立 下 面 的 求 主 特征 向 量 的 算法 


主 特征 向 量 选 代 算 法 ， 
(1) 了 初始 向 量 z0 一 (1 1)7, 归 一 化 , 即 霹 - 一 [全 
0 


一 


(2 1 没 xs 已 求 得 , 且 已 归 一 化 , 邯 直 党 ], 令 A 臣 = 友 1 
kk 


且 把 zy ， 归 一 化 - 
(3) 对 于 事 苑 规定 的 允许 误差 6 >0, 若 
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1 zi- 下 | <s, 正 ,二 即 为 所 求 的 主 特征 向 量 的 满意 近 


似 . 
例 1 求 正 倒 称 阵 4 的 主 特征 向 量 : 
1 6 4 
i 
A=|6 1 3 
1 工 
4 3 


解 取 zo=(1,1,1)7, 则 
ATz=(11,4.167,1.584)7= 羡 ， 
这 | 归 一 化 得 ( 仍 记 成 玄 ] ): 
x1= (0.657,0.249,0.094)7; 
AZzi= (2.527,0.641,0.041)7= 雍 ， 


归 一 化 得 
2 一 (0.720,0.183,0.097)7; 
Azi=(2.206,0.594,0.338)T= 玄 ， 
归 一 化 得 
73= (0.703,0.189,0. 108)7; 
AT3= (2.269.0.630.0.349)= 忌 ， 
党 一 化 得 
zx4= {0.699,0.194,0.107)7,; 
Azx4={2.291,0.632,0.347)T= 宛 ， 
归 一 化 得 
z= (0.701,0.193,0. 106)7, 
AZxs= (2.283,0.628,0.345)7 = 2, 
归 一 化 得 


x = (0.701,0.193,0.106)7, 
至 此 发 现 z5= x6, 半 , 主 特征 向 量 为 
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x6=(0.701,0.193,0.,106)7. 


下 面 利 用 倒 称 阵 的 这 些 概念 和 理论 建立 所 谓 层次 分 析 技 术 
(Anaiytical Hierarchy Process ,代号 AHP).AHP 是 二 十 世纪 七 十 
于 经 济 管 理 的 现代 离散 数学 模型 ,之 后 在 众多 离散 对 象 的 计量 问 
题 中 都 有 AHP 的 用 武之 地 ， 

直面 用 一 实例 说 明 AHP 的 具体 执行 过 程 . 

国家 能 源 主 要 消耗 于 三 个 方面 : 

41: 家 庭 ;4: :运输 业 ;A4;: 工 厂 . 
对 综合 国力 作用 最 大 的 有 三 个 方面 
已] :经 济 实力 ;B82 :环境 质量 ; B3: 国 防 实力 . 

应 依据 A1, A;, A3 对 B1, B;, B; 作用 之 大 小 ,再 考虑 Bi, 
B2,Bs 对 综合 国力 C 重要 性 的 大 小 ,确定 A1, A;, A; 的 供给 份 
额 ， 

(1) 带 出 C-(Bi,B,,B;)- 《A1, 及 Az, 有 A3) 屋 次 图 ,如 图 
4 .30 所 示 : 

最 高 层 只 一 个 项 (CC), 称 为 “目标 
技 ” “中 间 层 "是 B1, B,, Bi, 中 间 层 可 
凡 不 只 一 层 ;4 A，, 册 ， 所 处 的 最 底层 
叫做 “方案 层 ". 有 向 边 自 下 而 上 ,每 条 有 (CB 
向 边 之 头 对 其 让 有 控制 ,支配 或 要 求 的 
关系 . 

(2) ”对 层次 图 的 边 加 权 

(2.1) 设 Bi1,B3, B; 对 局 的 重 
要 性 的 比分 矩阵 为 A(C) ,根据 历史 统 
计 资 料 和 众 专家 的 独立 打分 (给 出 B)， 
B2,Bs 两 两 比分 ) ,得 到 AUC) 如 下 : 
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DPI B» Bb, 
Bfl 5 3 
Bill 3 
3 3 1 


此 矩阵 的 第 六 号 元 素 是 B; 比 B; 的 比分 . 
用 求 主 特征 向 量 的 迭代 算法 求 得 主 特征 癌 量 为 (0,65,0. 13， 
0.22) 了 ,于 是 把 边 BC, B,C ,BsC 分 别 加 权 0.65,0.13,0.22. 
(2.2) 设 4A4A>,A3 对 了 的 重要 性 的 比分 短 阵 为 A(B1)， 
与 A(C) 类 似 地 评比 过 程 得 


1 3 5 
1 

A(B!)= 3 l < J 
1 1 
5 2 1 


用 求 主 特征 同 量 算 法 求 得 A{B|) 主 特征 向 量 为 (0. 65,0.23， 
0.12)7 了 ; 边 A1B1,A3B1,AsB1 的 权 分 别 为 0.65,0.23,0.12. 

(2.3) 设 Ai1, 有 ,A3 对 B, 的 重要 性 的 比分 着 阵 为 A 
CB2) ,与 A(B1) 相 似 地 过 程 得 出 


1 2 7 
1 
A(B)=I2 1 >|， 
1 1 
7 5 1 


用 求 主 特征 向 量 的 算法 求 得 A(B;) 的 主 特征 何 呐 为 (0. 59,0.33， 
0.08) 二 边 Bz,A2B2,A3B2 的 权 分 别 为 0.59.,0.33,0.08. 

(2.4) ” 设 Al, Az, 有 A; 对 B; 的 重要 性 的 比分 矩阵 为 A 
(B3) , 写 A(LB1) 相 似 地 得 出 


32] 


A(B3)= 


用 求 主 特征 身 量 的 算法 求 得 A(B;3) 的 主 特征 向 量 为 (0, 54,0. 390， 
0.16) ; 边 A1B3;A2B;,AaB3 的 权 分 别 为 0.54,0.30 .0.16. 

(3) ”分别 计 算 从 每 个 方案 屋顶 到 目标 顶 每 个 有 问 轨 的 权 积 ， 
再 求 积 之 和 得 

A1=0.65xX0.65+0.59x0.13+0.54x0.22=0.62; 

A =0.23x0.65+0.33x0.13+0.3D0x0.22=0.26; 

A;=0.,12x0.65+0.08x0.13+0.16x0.22=0. 12. 

(4) 方案 :能 源 分 配方 案 为 :家 用 62% ,运输 业 26% ,厂矿 
12%. 

傣 多 实际 间 题 ,诸如 上 总 经 理 的 选 聘 ,销售 方案 的 确定 、 高 考 志 
愿 的 填报 ,利润 成 本 之 分 析 .冲突 的 调解 .群体 决策 .商品 进货 决策 
等 等 ,也 可 用 AHP 来 解决 ,解决 步 又 与 上 面 的 能 源 配 置 雷同 . 


4.7 正 区 拉丁 方 


在 科学 与 生产 实践 当中 ,人 免不了 要 进行 试验 ,其 中 就 有 一 个 试 
验 设计 向 题 ,希望 试验 次 数 不 要 太 多 ,得 到 的 试验 绪论 又 要 足够 可 
天, 下面 介绍 的 正 交 拉丁 方 , 一 种 特殊 的 n Xx n 上 矩阵 , 正 是 满足 上 
述 要 求 的 得 力 工 具 . 

定义 1 方 阵 A= (ap)ixansay 人 11,2,…,n|, 甩 A 的 每 一 
行 每 一 列 血 11,2,…,n| 的 一 个 全 排列 , 则 称 A 是 x 阶 拉丁 方 . 口 

诛 始 的 方 阵 A ,每 一 元 素 都 是 某 一 拉丁 字母 ,所 以 称 其 为 拉 
本 方 ;后 来 把 字母 用 其 数码 替代 ,例如 =1,5=2,c=3，…， 则 变 
成 定义 1 中 所 述 的 拉丁 方 了 . 
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由 定义 上 , 任 一 拉丁 方 经 行 的 任意 调换 或 列 的 尾 意 调 换 , 仍 是 
一 个 拉丁 方 , 可 见 同 阶 拉 丁 方 是 不 唯一 的 ， 

一 般 地 ,车 vo 是 ji,2,…,zj 到 自身 的 映射 (置换 ),4 = 
(os)sxs 是 拉杆 方 , 风 (Cp(ai)) ,xs 也 是 拉丁 方 . 

定 风 2 设 A=(aj)wxn 和 B=(5,),xn 是 两 个 n 也 拉 于 方 ， 
且 向 量 集 | (a ,5;)1i,j=1,2,…,#| 的 元 素 个 数 怡 为 mn’ 个, 则 称 
让 与 B 是 一 对 正 交 拉杆 方 , 记 成 4B. 口 

俩 如 2 阶 拉 杆 方 私 两 个 : 

1 2 2 1 
4 = E 中 4 ) 

把 A 外) 与 A 重合,(a, ,5,) 形 向 量 私 有 (1,2) 与 (2,1) 两 个 ,由 
定义 2,2 失 拉丁 方 无 正 交 者 . 

1782 年 ,著名 数学 家 Euler 提出 了 一 个 所 谓 “36 军官 问题 ”: 

从 5 个 兵团 的 每 一 兵团 丝 选 出 A,B,C,D,E,F 六 种 苗 和 本 的 
军官 各 一 和 名, 问 能 否 把 这 36 各 军官 排 成 方 阵 , 使 得 每 行 每 列 的 六 
名 军官 均 来 自 不 同 的 兵团 , 且 同 行 、 同 列 的 六 名 军官 有 不 同 的 备 
衔 ? 

1900 年 ,法 国人 Tarry 证 明 36 军官 问题 无 解 . 

事实 上 , 方 阵 的 36 个 位 置 的 军官 亮 出 他 们 所 在 兵团 的 番号 ， 
则 得 一 个 拉丁 方 4; 军 官 们 再 亮 出 他 们 的 军衔 , 义 组 成 一 个 拉丁 
方 归 ,由 于 来 自 同一 兵团 的 同 种 军衔 仅 一 名 ,所 以 如 果 有 解 , 就 是 
要 证 明 A 上 |B; 而 正 交 的 6 阶 拉丁 方 是 不 存在 的 . 

当 ma 天 2;6 时 , 才 存 在 x 阶 正 交 拉丁 方 . 

定理 1 互相 正 交 的 nn 阶 拉丁 方 不 超过 n 一 1 个 . 

证 设 AA1,A,,… ,A 是 互相 正 交 的 n 阶 拉丁 方 ,日 已 无 + 
1 个 互相 正 交 的 & 阶 拉丁 方 , 往 证 En 一 1 设 alaz*…as 是 11， 
2,3,… ,4j 的 一 个 排列 ; 当 两 个 正 交 的 nx 阶 拉丁 方 中 的 一 个 通过 
“更 名 ”置换 
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1] 2 3 :3 1 

a a 0 a 
把 i 改写 成 a; 后 ,这 两 个 拉丁 方 仍 正 缮 .所 以 可 以 把 这 此 个 互相 
正 交 的 nt 阶 拉丁 方 更 名 ,使 得 每 个 拉丁 方 的 第 一 行 都 是 1,2,3,4， 
…,n ,再 考虑 各 拉丁 方 的 21 号 元 素 a 引 ，a 巡 ,ea 综 ,它们 都 不 
是 +. 由 正 交 性 ,这 上 个 元 素 两 两 祖 异 ;出 上 述 讨论 知 , 这 组 正 交 拉 
丁 方 至 多 nn 一 1 个 ,证 毕 . 

由 x 一 1 个 被 比 让 交 的 n 阶 术 J 丁 方 组 成 的 拉丁 方 组 称 为 完备 
的 拉丁 方正 交 组 .对 于 YmEN, 是 杏 存在 完备 正 交 组 ,是 拉丁 方 理 
论 中 疝 来 彻底 解决 的 问题 ,但 对 于 一 些 特 殊 的 二, 则 可 以 构造 出 = 
阶 完 备 还 交 组 . 

定理 2 若 卢 为 素数 ,n= pr*,a EN, 则 存在 xn 阶 拉 丁 方 的 完 
和 镍 正 交 组 ， 

证 我 们 知道 , 当 p 为 素数 时 ,对 YaEN, 存 在 加 个 元 素 组 
成 的 有 限 域 下 ,例如 人 怖 洛 瓦 域 下 = GFLp]. 令 = 产 , 设 o,f1， 
… ,fn- 1 是 下 中 的 元 素 ,(io 是 零 元 素 ,t; 是 单位 元 } ,我 们 来 构 作 
拉丁 方 Al,A2,… ,A 1; 

A = ai) ,k=1,2, ,AnL1. 
其 中 
a =t Ett ,i=0,1.2,.…,n—1, 
R=1,2,…,n-—1, 

清 : 与 加 + 是 下 中 的 乘 与 加 . 则 A 都 是 拉丁 方 . 事 实 上 , 若 .Ai 不 
是 拉丁 方 , 则 或 者 a = a 甘 ;, 或 者 a 欠 ' = az 人) ,这 两 种 现象 必 出 现 
至 少 一 种 .其 pf+ 直 二 ttt 二 机 ;于 是 j= 上 ,或 者 站 十 去 
二 ffi + ,tath 三 tptis ty 个 是 零 元 素 . 于 是 上 = .上述 论证 显示， 
A4 中 性 一 行 与 任 一 列 中 组 无 两 元 素 相 同 .所 以 A 组 拉丁 方 . 

下 证 4 Az，… ,六 1 两 两 正 交 .大 其 中 有 两 个 拉丁 方 A., 及， 
不 正 交 , 则 会 出 现 如 下 现象 : 
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(aie ) = (er4 二 )， 


Ei 
于 是 a =at 半 ,at 一 a 凶 , 帮 有 
fot th = tt tt, (1) 
tt tt tt + {2) 
(1) 一 2) 得 
ti (bt) = ti (tt). (3) 


而 s 关 7 ,于 是 1 二 二 , 红 j= i2. 考 虑 A, 与 4, 的 转 置 , 则 会 得 出 六 
=j2, 可 见 A, 与 4, 正 交 ,证 毕 . 

定理 3 Al,A;,-…,A 是 两 随 正 交 的 nn 阶 拉丁 方 , Bi ; BB;, 
…, Bi 是 两 黄 正 交 的 wm 阶 拉丁 方 , 则 存在 nm 办 的 两 两 正 交 的 拉 
本 方 C CC 

证 记 A,= (a) vs B= (6068) ,r= 1,2,.,k; 
(a 和 ,BB,) 是 mm 阶 方 阵 ,其 第 p 行 g 列 的 元 素 为 (eg ,5877) ,p,q 
=1 .2 位, 今 了 7 天方 阵 


《ai 和 ,号 ) (al2,B,) | (aln,B,) 
C= (四 及) (ab,B) (aln,B,) 
(a ,B,) (Cabs ,B,) 本 fa ,B.) 


在 C, 中 同一 行 或 同一 列 的 任 黄 个 偶 对 (a ,5 如 ) 不 是 第 一 个 分 
量 相 脐 , 就 是 第 二 个 分 量 相 异 ,所 以 C 都 是 拉丁 方 . 
下 证 Ci, C2,… ,GG 两 两 正 交 ，. 
在 G ,Ci 不正 交 ,1 志 有 ,1 寺 有 , 且 hh 关 1, 则 存在 i,j,p,o, 了， 
gg ,ts ,使 得 (i ,;) 隆 (了 ,g) 或 (pp,g) 了 (1,s), 且 
(e959),(a 轩 ,6 四))=((a 因 ,57),(a 敌 ,582))， 
于 是 
(a ,6 ) = (a ,6 ), 
(a ,80)= (a ,5 ) 
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与 A, | A,,B, | B, 让 打 , 战 C | CC, 证 毕 . 
由 定理 2, 我 们 可 以 造 出 阶 数 为 2,3,4,5,7,8,9,11,13,16,17 
等 等 素数 睁 的 完备 正 交 拉丁 方 组 ， 
由 定理 3 可 以 造 出 更 多 的 正 交 拉丁 方 组 ,例如 3 阶 与 4 阶 正 
区 拉丁 方 各 商 个 ,可 以 造 出 两 个 正 交 的 3x4=12 阶 正 交 拉丁 方 等 
等 . 
下 面 用 一 个 例题 嫉 明 如 何 运 用 正 交 拉杆 方 来 进行 试验 设计 ， 
不 但 使 试验 次 数 足 够 少 ,而 且 使 试验 结果 足够 满意 . 
也 制 一 种 新 药 ,必须 进 行 试验 ,以 确定 各 种 成 分 配 征 的 最 佳 剂 
量 .用 和 妇 ,B,C,D 表示 该 药 的 四 种 成 分 ,每 种 成 分 分 三 个 剂量 进 
行 试验 ,寻找 满意 的 配方 . 
如 果 所 有 可 能 的 组 合 都 要 试验 一 次 ,再 比较 疗效 , 则 需 34 = 
81 次 试验 .由 于 成 本 和 接受 试验 的 对 象 的 限制 ,只 能 进行 9 次 试 
验 , 则 可 如 下 安排 试验 : 
说 Al,A2, 有 3 是 A 的 三 种 剂量 , B1, B,, Bs 是 B 的 三 种 剂 
量 ,A 与 B 各 剂量 之 搭配 共有 9 种 : 
141B， AIB; 43 
AxB= Wi A2B, A,B; 
A3B! AsB, AiB3 
由 考虑 C 的 三 种 剂量 如 何 与 A&,B 搭配 , 设 CC 的 三 种 剂量 用 其 序 
号 1,2,3 来 代表 ,用 1,2,3 构 作 一 个 拉丁 方 
1 2 3 
2 3 1 
3 1 2 
于 是 4x* 避 与 如 是 正 交 拉丁 方 , 取 4,B,C 之 搭配 如 下 ， 
AIBIC! AiBsC» 41B3C3 
AsBiCs ABC A,BsC, 
A3BIC3 AsBC! A;B;C, 
最 后 取 DD 的 三 剂量 之 拉丁 方 为 
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二 


bE 


‘AxB,C;= 


则 C 已 ,得 试验 方案 为 
AIBICID: ABCoD AiB3C3D3 
AB:CD; AzBoCa3D: A2B;3C1D; 
Ai3BiCsD; Ai3BsC1D3 A;sBiCD! 

《及 x* BB,C, 品 ) 中 的 各 项 A,B,CODy 表示 一 次 试验 ,用 4 的 第 i 
剂量 , B 的 第 ; 剂量 ,C 的 第 剂量 ,DD 的 第 i 剂量 措 配 进行 .再 从 
这 九 个 试验 中 选用 疗效 最 好 的 那 种 处 分 . 

我 们 看 到 ,用 上 述 正 交接 丁 方 技术 安排 坛 验 ,各 剂量 间 搭 配 均 
匀 全 面 .试验 次 数 不 多 ,程序 简便 易 行 .对 于 #a+1 个 因子 ,每 个 因 
子 分 成 nn 个 水 乎 的 情形 ,用 正 交 拉丁 方 安排 , 仅 做 天 个 试验 即 
可 ,而 若 全 面试 验 , 则 需 做 mw"*! 个 试验 ,例如 8 个 因子 ,每 个 分 成 7 了 
个 水 平 ,用 7 阶 正 交 拉丁 方 试验 , 仅 需 了 =49 次 试验 ,而 全 面试 验 
则 需 下 = 5764801 次 ! 


(A*xB,C,D)= 


4.8 区 组 设计 与 区 组 给 阵 


区 组 设计 是 解决 给 定 的 有 限 对 象 集合 的 油 足 指定 对 件 的 子 集 
族 的 存在 性 和 它们 的 构 作 等 问题 ,“ 区 组 "是 指 这 些 子 集 而 言 .区 组 
设计 有 完全 区 组 设计 与 不 完全 区 组 设计 两 种 ,例如 拉杆 方 就 是 一 
个 完全 区 组 设计 , 它 的 每 一 行 或 每 一 列 ,做 为 区 组 ,其 元 素 组 成 的 
集合 恰 为 原来 的 对 象 集合 ,但 对 正 交 拉丁 方 的 每 行 每 列 ,每 个 区 组 
的 元 订 安 置 要 按 正 交 拉丁 方 的 要 求 来 排列 . “完全 "二 字 蚌 指 每 个 
区 组 做 为 一 个 集合 而 言 恰 是 原来 的 那个 已 知 的 对 铺 集 合 , 它 当然 
也 是 书 知 对 象 集合 的 子 集 , 但 不 是 真子 集 , 而 是 “全 子 集 " ,不 是 完 
全 区 组 设计 的 区 组 设计 称 为 不 完全 区 组 设计 , 它 的 区 组 当中 有 对 
象 集合 的 其 子 集 . 

327 


4.8.1 BIBD 问题 

在 不 完全 区 组 设计 当中 ,最 重要 的 是 所 谓 平衡 不 完全 区 组 设 
计 , 其 代号 为 BIBD{Balanced Incomplete Block Desipgn). 

定义 1 设 针 是 对 象 集合 ,| XI| = vw,Bi,B,,…,B, 是 外 的 & 
元 素 了 于 集 , 上 < 之 ,有 是 满足 如 下 条 件 : 

(1)Y zr X,z 在 于 集 族 1B1,B,,…,B,| 中 怡 出 百 ; 次 ， 

(2) YR EN, 与 w 在 1B1,B,,…,B,| 中 怡 间 时 出 现 ) 
次 , 即 1B., 门 | 4 ,rwl1|=2 的 B, 的 个 数 是 X. 

则 称 1B1, Bs,…, B,| 为 一 个 (4， vr 上 ,A ) 一 了 们 计 或 称 平 衡 
不 完全 区 组 设计 ,4 称 为 两 个 对 象 (元 素 ) 的 相遇 数 . 口 

例如 英格兰 数学 家 区 PKirkman 提出 的 15 女生 问题 就 是 
‘35,15,7,3,1) ~ BIBD 问题 ; 

15 名 女生 ,每 天 分 成 5 组 ,每 组 3 人 出 外 散步 ,为 她 们 编制 一 
份 一 周 中 的 分 组 表 , 使 得 任 两 位 女生 在 一 周 内 恰好 相伴 在 同一 组 
侈 一 次 ， 

定理 1 (5,v,r,k,4) 一 BIBD 满足 

pkR=ur,rtk -1)=A(v~—1). 

证 因为 上 5 个 区 组 ,每 组 上 个 元 素 , 元 素 出 现 的 总 次 数 为 
bk ,你 | 久 | 二 vw, 而 每 个 元 素 在 | B1,B;,…, B,| 中 怡 出 现 y 次 , 故 
1B1,B2,…B,1 中 元 素 出 现 的 总 次 数 为 or ,所 以 碾 = wr. 

在 集合 X 中 ,考虑 zx,E XX, 由 定义 1(1), zx; 与 其 它 元素 相 过 
的 总 次 数 为 (下 一 1); 另 一 方 而 ,由 定义 1(2),z, 与 其 它 元 素 相遇 
的 总 次 数 为 六 { 则 一 1) 故 有 7(R -1)=A(a-1T) 证 毕 . 

定义 2 在 (5,p,r, 丰 ,A)-BIBED 中 , 若 5= ar= 大 , 则 称 这 
种 BIBD 为 对 称 BIBD, 记 成 (vw,&,A) -BIBD. 口 

4.8.2 区 组 关联 算 阵 

吓人 3 设 生 = |r1,z2，,… ,Xz,| 是 对 蒙 集合 ,B. 丑 贸 ,i =1,2， 
…, 轨 ,所 请 区 组 族 1B1, B,,-…, Bi 的 关联 符 阵 是 指 第 阵 B = 
(5),xb; 其 中 
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1, x EB ,i=1,2, ,vj =1,2,D; 
,es 
关 基 症 阵 给 出 之 后 ,原则 上 就 是 给 出 了 区 组 设计 的 一 切 信 息 . 
例如 已 知 一 个 区 组 设计 的 关联 乱 阵 为 
BI! B; B: By Bs Be Br Ba By Bio Bi: Bi 


100100 100 100 
1000100 10010 
T310000 100 1001 

p2010100001010 
Ts0 100 010 11000000 1 
Tl0 100110 10 100 
T7700 11000 10001 
a0 0 100000 1 100 
xzsl0 0 100 91110000 10 


B 中 每 列 三 个 1, 知 &=3; 任 意 两 行 中 在 同一 列 上 恰 有 两 个 1 
的 情形 仅 出 现 1 次 , 知 4=1. 号 中 每 行 篆 有 四 个 1, 知 -=4 六 了 
=9,5=12, 所 以 由 卫 关 , 它 表达 的 是 (12,9,4,3,1 -BIBD. 
具 位 地 清单 如 下 ; 
二 1z1;T2，'…" ,9| ,区 组 为 
BI=izx,x2,T3| B=|xa,rssrs!l Bs= |ix7,7Ts, tol, 
Ba=ixisrTarr| Bs=|7x2,7T51T6!l Be= | zayz6yzo|， 
By7=: iz, Ts, zol Ba= | x2, 76, Tr7 | Bo= |r3, x4,.T8|, 
Bio= {zx1,xe ral Bu= ixararrol Biz= {zr3, Ys, TX7!. 
定理 2 设 B 是 (5,v,r,k,A) 一 BIBD 的 区 组 矩阵 , 则 
BB'=(r-4)l+A, 
其 中 了 是 wx ww 的 单位 阵 ,J 是 vxw 的 全 1 阵 . 
证 设 (cj) xo= BB1, 则 cy 是 8B 的 第 i 行 与 第 i 行 的 数量 
积 , 于 是 ci 是 B 的 第 ; 行 非 雯 元 素 的 个 数 , 所 以 cr =r;i 关 7 时 ， 
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Gy 是 第 i 行 与 第 ; 行 对 应 分 量 此 为 1 的 这 种 分 量 的 个 数 , 故 cy = 
1 ,所 以 
BB'={r—-A)I+A, 

证 毕 ， 

定理 3 对 于 (5,v,r,k,A) -BIBD SS 

证 对 于 (6B,v,r,k,A)—BIBD,k<v, rE-1)=A(v— 
1 所 以 六 2 

茶 5<<v; 在 B 的 右 侧 添加 wb 个 零 列 向 量 ,B 扩大 成 一 个 
v Xv 的 方 阵 B1, 由 于 添加 的 零 列 不 改变 B 各 行 间 的 内 积 , 故 BBT 
= B1B1 ,从 而 

det( BB') = det{ B1B7) = detB “detB1. 

而 detB1 = detB1 ,所 以 det{ BB7T)=0. 


由 定理 2， 
r A A 1 
a 
det( BB’ ) = ，..， 
A A pl re 六 
r A—r A—r 4 一 六 
A 一 让 0 0 
=IA 0 ra 0 
2 0 0 "rn 
ri{v-1I)a 0 U 
A "一 A 0 0 
一 A 0 rr-—A U 
| 2 0 中 ee 六 一 玫 
=[r+ (vw—1)A](r ~ A) 
=pR(r— A i. 
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但 ,7 一) 和 皆 非 震 , 故 得 出 det( BB7) 尖 0, 与 det( BB7T)=0 相 
违 , 证 毕 . 

4.8.3 Hadamard 区 阵 

定 必 4 称 互 =(phz)sn 为 Hadamard 征 阵 , 其 中 RE | -1， 
11 ,上 且 满 足 FE = nf. 

知 互 的 第 一 行 与 第 一 列 没 有 元 素 - 1, 则 称 互 为 规范 
Hadamard 下 阵 . 门 ] 

由 Hadamard 符 阵 的 定 交 ,可 以 证 明 以 下 简单 性 质 : 

(1) 瑟 的 不 同 两 行 向 量 内 积 为 零 . 

(2) 五 的 任 一 行 向 量 与 自己 的 内 积 为 1. 

(3) HY 仍 有 性 质 人 1)(2) 

(4) 用 一 1 乘 日 的 某 行 或 某 列 ,得 到 的 矩阵 仍 为 Hadamard 算 


例如 
1 1 1 1 
| 1 一 1 一 | 
1 一 1 1] —1 
1 -1 -1 1 
就 是 一 个 规范 Hadamard 矩阵 . 
利用 性 质 (4) 可 以 用 互 的 某 些 行 与 列 乘 以 -1 的 办 法 得 到 规 
范 Hadamard 和 矩阵. 
定理 4 设 晤 是 nn XxXn 的 Hadamard 矩阵 ,nr 交 2, 则 pz 可 被 4 
除 尽 . 
证 把 五 规范 化 ,由 于 任 两 行内 积 为 零 , 除 第 一 行 外 ,每 行 与 


第 一 行 之 内 积 为 零 , 于 是 知 , 从 第 二 行 起 ,每 行 > 个 1, 六 个 -1. 通 
过 列 置 换 ,使 第 二 行 前 -> 个 元 素 皆 为 上 设 第 三 行 前 ?个 元 素 中 有 
m 个 1, 后 5 个 元 素 中 有 产 个 工 , 则 
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CC 
解 得 m =m = , 即 * 一 0(mod4) ,证 毕 . 
定理 5 五; = (ht ) ,与 H;= (六 名) .是 两 个 Hadamard 
起 阵 , 则 | 与 Hy 的 销 卡 儿 积 


APH ASH ' hIDH; 
户外 有 FAH * AhSYH 
H, x 五; = 1 2 外 2 和 2 
nH hGH '% pLH 


也 是 一 个 Hadamard 窜 隆 . 

证 显然 ,Hix HH; 的 元 案 属 于 1 一 1,1|, 且 hi 的 每 行 有 
于 个 1 各 个 -1,Hix Hz 的 每 行 售 开 -个 1, 下 个 -LEX 天 : 
的 每 一 行 与 自身 之 内 积 为 ma ;而 厅 | Xx 五 : 中 不 同行 的 内 积 是 霉 ， 
由 定义 ,HI x 五 是 nn 阶 的 Hadamard 矩阵 ,证 毕 . 

下 面 讨论 如 何 由 Hadamard 定 阵 产生 对 称 的 平衡 不 客人 全 区 组 
设计 . 

设 瑟 是 > 之 8 的 规范 Hadamard 矩阵 , 删 去 五 的 第 一 行 和 第 
一 列 , 拒 剩余 的 方 阵 末 -nxtn-ub 中 的 -1 工 改 写成 和, 把 如 此 得 到 


的 矩阵 记 成 B, 于 是 B 的 每 一 行 3 -1 个 1 和 个 0, 且 B 的 两 
个 不 阿 的 行 之 内 积 等 于 了 -1, 所 以 B 是 对 称 的 BIBD 


(~1, 至 -1, 冬 -1] -BIBD 的 关联 惩 阵 ,从 而 可 由 B 给 出 此 对 
称 BIBD 的 清单 . 
例如 
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] 1 1 1 | ] 1 
1! 1 1 -1 1 -1 -1 -1 
1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 
1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 
1 -1 -1 -1 1 1 -1 1 
i 1 -1 -1 -1 1 1 -1l 
1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 
1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 
出 去 第 一 行 第 一 列 , 并 把 ~1 改 瑟 成 9, 得 


Bi B» Bs Bs Bs Be By 
1 0 1 0 0 


1 

0 
zal0 0 
0 0 

1 0 
rsl0 1 
X71 0 

作为 一 个 (7,3,1) 一 BIBD, 清 单 如 下 : 


Bi = | rs Ts Tr7| ; 2 = | zis rT2, re), 


一 
i 
Hn 
i 
i 


B3= | ra, Xa X71 ,Ba= {x1, 3, Xal, 
Bs= | zx, ra rsl ,Be= |x, Ts, Tre!), 
Br= {x4, Xe ,x7|. 
4.8.4 区 组 设计 的 构 作 
从 已 基 的 对 称 BIRD, 可 以 构 作 出 一 些 非 对 称 的 BIBD. 
定理 6 (vw, 让 ,A) 一 BIBD 中 , 任 两 个 区 组 有 4 个 公共 元 束 
证 对 于 (vw ,上 ,4) 一 BIBD,58 = wv, 上 二 rr, 其 关联 知 阵 是 vw 
x w 的 方 阵 . 由 定理 3 的 证 明 , det( BB 站 ) 关 0, 所 以 detB 关 0,B7! 
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存在 ,由 定理 2， 
有 'B=(B IB)(BE) 
=B (BBMB 
=B il(k-aA}T+aATlB 
=(k—A)B lB+AB IB 
= (kAI+AB IB, 
因为 =7, 所 以 B 的 每 行 每 列 怡 有 上 个 1, 于 是 
BI=&=JB,J=B'']B, 


所 以 
kA 
a a 
BB=(k-A)T+A= 机 : 
|, A 


由 此 可 知 B 的 任 两 区 组 怡 有 4 个 公共 元 素 ,证 毕 . 

定理 7 也 ,B2,…, 昌 .是 对 象 集合 X = jz ,rz 的 一 个 对 
称 不 完全 区 组 设计 (上 ,4) ~ BIBD, 则 对 任 -… B,,B, 一 B,, B, — 
B;,…,B;-1-B;, B11 B;,…,B, 一 B, 构成 区 -BB, 的 一 个 平衡 
不 完全 区 组 设计 . 

证 这 一 1 个 区 组 B11 一 B;, By 一 B;,*…',B, 一 B. 中 占用 了 
XB; 中 的 全 部 元 素 .X- B; 中 的 每 个 元 素 在 这 些 区 组 中 仍 皆 出 
现 次 ,由 定理 6,B1, Bs,…,B,_1, B41,…,B, 中 每 个 区 组 与 B, 
有 4 个 公共 元 素 , 所 以 BI-B.,B-B,…,B,_ -8B.,B,,- B,., 
…,B, 一 B; 中 每 个 区 组 有 ~- 4 个 元 素 , 故 这 些 区 组 构成 ((w - 
1) (vk),k, (kk 一 A),4A) 一 BIBD, 证 替 ， 

用 定理 6 容易 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 8 B1,B2,…,B, 是 (vw, 此 ,4) 一 BIBD, 则 对 每 个 B,,B， 
[1B,, BfNB;,……, Bf B,, Bn B;,…,B,NflB, 是 B. (Cw 一 
1l,k,kR-1,4,A—1)— BIBD,. 

定义 5 (5,v ,rk,4) 一 BIBD 中 ,上 =3 时 , 称 为 二 连 系 ,= 
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] 的 三 连 系 则 做 Steiner 三 连 系 .[ 


由 定理 1, Steiner 三 连 系 满足 > = st, b= viv—l ,v=1 
(mod6) 或 vu 寺 3(mod6). 

下 面 给 出 由 z 个 元 素 的 Steiner 三 连 系 和 名 个 元 素 的 Steiner 
三 过 系 构 作 vw x zw 个 元 素 的 Steiner 三 连 系 的 方法 ， 

雪 久 二 al; 42;… ,1 ,SS! 是 用 和 为 对 象 集 构成 的 Steiner 
三 连 系 ,Y= 151,b2,… ,bw|,S;2 是 用 YY 为 对 象 集 构成 的 Steiner 
三 连 系 . 令 

Z=ico li ,Rw|, 


考虑 和 矩阵 
bl 6 bb 
“lel cp ctw 
Hz [eol C2 ”rs (2Z) 
QR “Col Cy Cr 


令 53 是 用 (Z) 的 元 素 组 成 的 Steiner 三 连 系 ;| ec,， Cy rt Ck i 是 
53 的 一 个 三 元 组 的 充 要 条 件 是 下 列 规 出 之 一 成 立 : 

(4) rs=s=t 昌 |aieayeasj 是 Si 的 一 个 三 元 组 ;等 价 于 ， 
cxs cps CR 在 矩阵 (Z}) 的 同一 列 ,它们 所 在 的 行 对 应 $j 的 一 个 三 元 
组 . 

(2) i 二 jb.,b, ,bil 是 S, 的 一 个 三 元 组 ;等 价 于 ,ce,， 
CG; Ca 在 矩阵 (Z) 的 同一 行 ,它们 所 在 的 列 对 应 $; 的 一 个 三 元 
组 . 

(3) ij ,上 爽 两 相 异 ;r,s ,i 两 两 相 异 ;ta;,a,,as! 是 51 的 
一 个 三 元 组 ,12 ,5 六 是 9 的 一 个 三 元 组 ;等 价 于 在 矩阵 (2) 
中 ,cy cscw 位 于 三 个 不 同 的 行 和 不 同 的 列 中 ,它们 所 在 的 行 对 
应 51 的 一 个 三 元 组 ,所 在 的 列 对 应 S$, 的 一 个 三 元 组 . 
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有 其 体 执行 时 ,把 (2Z) 条 阵 写成 由 Z= 11,2,…,vX wj] 组 成 的 
想 阵 如 下 ， 


I 2 Te 
Yo& 
(oDwtl (vol)wt2 .rm 

例如 和 欲 鬼 作 9 阶 Steiner 二 连 系 53 ,考虑 (2Z) 第 阵 
(1 2 3 
4 5 6|, 
5 
由 规则 (1) ,得 S$; 中 的 三 元 组 为 
上 1 4.71 .12,5.8| ,全 ,6,9| 
由 规则 (2), 得 S; 的 另外 三 个 三 元 组 为 
11,2,31,14,5,6} 17,8.91 ， 
由 规则 (3) ,得 S; 的 最 后 一 批 三 元 组 为 
11,5,9| ,14,8,3) ,17,2,6},13,5,7|,12,4,9},11,8,6|. 
S3 由 以 上 12 个 三 元 组 构成 . 
4.9 魔 和 矩阵 密码 
我 们 设计 一 种 魔 矩阵 ,可 用 之 编发 密码 ,是 给 出 友 方 抄 收 后 的 
秋 伴 会 式 ， 
今 


N= 11,2,3,.,27—11,nEN,T,= (1,2!,22,...,2"-1), 

引 理 1 YnEN, YaE€ NN,, 则 存在 唯一 的 w 个 分 量 的 0-1 
各 量 ,使 得 a= Th . 

证 对 n 进行 归纳 证 明 , n=1 时 ,N= 11|, 人 T= {1), 结 论 
显然 成 立 , 这 时 取 | 二 (1) 即 可 . 

假设 nk(k 写 1) 时 引 理 已 成 立 , 往 证 mn =k+ 1 时 引 理 仍 成 
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了 ， 

事实 上 ,Ni = 持 ,2, 一 和 2 28 4 281t1 一 1}， 
TI 一 (2222 2 ,YaE Nj, 若 a 所 2: 一 1, 由 归纳 
法 假设 ,存在 唯一 的 0—1 回 量 上 ,使 得 a 二 hi* Ti, 令 天 + 是 hs 
添加 第 不 + 1 个 分 量 上 0 得 到 的 , 则 a Ti#1 "Airl) XO 
21 所 以 车 男 有 一 个 0 一 1 间 量 
全 


he+1; 使 得 a 三 E44 T4141; 则 上 和 441 的 第 有 +1 个 分 量 必 为 堆 , 进 
而 知 上 x+1= 和 1* 即 上 述 hi+1 是 唯一 的 ， 
若 入 过 as2411 一 1, 令 gg=2:+ ml0 和 m24 ~1), 岂 归纳 法 
很 设 ,存在 唯一 的 0- 1 问 量 包 ,使 得 mm = 荆 , 进 而 取 所 ,1 为 
hi 添加 第 +1 个 分 量 1 而 得 的 +1 个 分 量 的 0-1 疝 量 ,于 是 
a=2*+ m=h,r" Ts. 
下 证 有 +1 之 唯一 性 . 由 于 
(1.1…,1) T <2tsca, 


所 以 ,生存 在 另 一 个 二 + 工 个 分 景 的 0- 1 向 量 朋 441, 亦 成 立 a = 
het Teti; 则 有 +41 的 第 +1 个 分 量 必 为 1, 把 反 41 中 第 +1 个 
分 量 删除 得 5, 则 必 有 mx = 有 :TT ,由 归纳 法 假设 ,有 =;, 进 
而 有 441 二 hi+1; 唯 一 性 得 证 ,证 毕 . 

引 理 2 者 Fir fas tn 是 了 的 严 个 分 量 ,1 夺 区 所 1, 则 


证 因 工 , 所 有 分 量 之 和 为 
1 上 +2+22 二 … 十 24 1 一 22 一 ]， 


所 以 


即 >》 t; EN,, 证 毕 . 
1!=1 
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我 们 对 Fa。= 10,1 定 + 一 x 二 四 则 运算 ,1+1=0， 其 它 运 算 
问 一 般 算术 , 则 F, = |0,11 是 域 

榴 作 0 - 1 和 矩阵 Wx2" 如 下 : 

第 个 行 向量 (1 才 之 nn) 是 连续 24 个 0 分 量 ,接着 出 现 
2 个 1 分 量 , 再 交替 地 出 现 2 个 0 分 量 ,24 -1 个 1 分 量 , 即 第 
有 个 行 向 量 为 


(9000 00，01 1) 
该 同 量 共 27 个 分 量 . 


约定 研 , x2* 的 列 导 码 从 0 编 起 ,下 称 WW :是 一 个 0-1 魔 
矩阵. 
定理 1 设 Si 是 W»* 的 第 ;i 列 向 量 , 则 
j= TS (A) 
证 ”对 x 进行 数学 归纳 法 证 明 . 
#=1] 时 , Wi = (01), Ti= (CU ,会 式 (4) 显 然 成 立 . 假 设 ) 
,公式 (有 4) 已 成 立 , 往 证 == 率 + 1 时 公式 (A) 仍 成 立 . 
有 (0Sj24 ,这 时 ,St 是 SW 添加 一 个 第 上 上 1 分 量 0 
而 得 的 +1 分 量 的 向 量 , 由 归纳 法 假设 ， 
了 二 TS Te! 1 (SD 
者 2: jt1 一 ], 则 由 外 全 +Dx2tt 的 构造 ， 
{ 十] 


5 =-(S ) ， 
? fr " 
从 而 有 
(E+1) 
TY (Si 一 二 (1, | ,: 人 了 


+ 【个 | 
由 于 0<24" 1 一 1~j 坟 2* 一 ] ,由 上 面 的 论证 知 
Tor (SHO) T=1+2+ 2 (+1 1 j=, 
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定理 2 Ww" 的 列 疝 量 集 合 在 FF,， 上 构成 一 个 x 维 线性 空 
同 { 此 空间 记 成 昌 ,). 

证 视 克 ,xz 的 第 0 列 为 五 , 的 零 向 量 ,在 Fz 中 ,五 , 中 的 加 
量 与 自身 互 逆 ,由 线性 空间 之 定义 ,只 兴 证 Yal,asE Hi,al+ a2 
EH,, 因 为 a =a2 时 ,a +a;=0E 五, 所 以 不 妨 设 ol 了 关 a2; 于 
是 ,由 引 理 2， 

l(af +a3)"T,=/j<2"—1, 
它 是 全 ,xzr 的 一 个 列 号 码 , 由 定理 1， 
TS) 
由 强 理 1， 
(SP) T= af + of,S1 =a1+ en, 
其 中 SS 是 Wx2" 的 第 ij 列 向 基 . 

由 丽 ,x2' 的 定义 易 知 , n 阶 单位 阵 是 豆 , 的 一 个 基底 阵 , 故 
五 , 是 nn 维 线性 空间 ,证 毕 . 

我 们 构 作 丈 sx2, 且 第 1 列 至 第 26 列 分 别 代 表 字 母 A,B， 
CY,Z, 第 27 至 第 30 列 分量 代 家 阴平 ,阴平 ,上 疡 和 去 


一 
Fy 


A BCDE FF (rr HI | kK L 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1i1 12 

0 10 10 10 1 0 1 0 1 0 

Wsx2= O00 1 10 0 1 1 0 0 1 1 0 
000 01 1 1 1 0 0 0 0 1 

O00 00 0 .00 1 1 1 1 1 

0 00 oo00 0 00 0 0 0 0 0 


了 9 


MNO PQ RS TT UY WX 
3 14 1$5 16 17 18 19 20 21 22 23 24 
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 
0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 
i 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 
| 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
Y ZZ - 
< 260 27 28 29 30 31 
1] 0 1 0 1 0 1 
0 1 1 0 0 1 1 
0 0 0 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 


1 1 
下 面 给 出 利用 魔 矩 阵 W, 2* 的 密码 编译 方法 . 
二 a 是 上 种 事物 , 议 
no=min|in |&R2* ~ 1}, 
构 作 Wx2"m ,用 Wx2"m 的 第 】 列 So) 代表 事物 a ,1 所 ; 志 , 则 
用 机 xzm 可 以 把 以 ai(1<&i<&) 为 项 的 任意 有 穷 序 别 用 0 -1 码 
抄 出 ,再 代入 公式 
j= T, (Sy )T, 
面 求 得 这 一 序列 . 
例如 a1 ,a2,… ,a2 分别 代 表 A,B,C,… ,多 ,YY,2,a» =- 
tu28 = a= ,am 二 ; 则 
no=minin|30&2” ~ 1|=5, 
于 是 我 们 采用 Ws 来 编译 密码 . 
例如 抄 收 到 的 0- 1 码 为 : 
OL110100101010110111 
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10000011100111100010 
I0101100001101110110 
10010011101110000111 
10011111101010101111 
10011100100111111000 
101010111011011, 

翻 坚 公式 为 

Ts 二 (1,2,4,8,16): 义 ;二 j = ea ,其 中 大 是 抄 收 码 序列 中 


i 段 " 向 量 , 每 段 5 个 数码 ;于 是 为 


T5 Xi=(1,2,4,8,16):(0,0,1,1,0)=4+8=12=L, 
Ts*¥2=(1,2,4,8,16):(1,0,0,1,0)=1+8=9=1, 

T X3= (1,2,4,8,16) {1,0,1,0,1)=1+4+16=21= U, 
Ts* Xi= (1,2,4,8,16):(1,0,1,1,1)=1+4+8+16=29 


Ts:Xs= (1,2,4,8,16)°:(1,0,0,0,0)=1=A, 
Ts*Xe= (1,2,4,8,16):(0,1,1,1,0)=2+4+8=14=N, 


Ts XR7= (1,2,4,8,16)°(0,1,1,1,1)=2+4+18+16= 30 


Ts Xs= (1,2,4,8,16):(0,0,0,1,0)=8= 五 , 

To: Xog= (1,2,4,8,16)°: (1,0,1,0,1)}=1+4+16=21 
三 了 ， 

Ts Xi0= (1,2,4,8,16):(1,0,0,0,0)=1= A, 


Ts X= (1,2,4,8,16)°(1,1,0,1,1)=1+2+8+165=27 


Ts'R2= (1,2,4,8,16):01,0,1,1,0)=1+4+8=13= M , 

Ts*Al3= (1,2,4,8,16):(1,0,0,1,0)=1+8=09=1, 

Ts* X14= (1,2,4,8,16)°(0,1,1,1,0)=2+4+8=14=N, 
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sR1s= (1,2,4,8,16):(1,1,1,0,0)=1 +2+4=7= 0G, 
sXe=(1,2,4,8,16):(0,0,1,1,1)=4+8+16=28=. 
15 X17= (1,2,4,8,16)°:(1,0,0,1,1)=1+8+16=25=Y, 
Ts*Xis= {1,2,4,8,16)°(1,1,1,1,0)=1+2+4+8=15 

二 办 ， 
1s"Xg= (1,2,4,8,16):(1,0,1,0,1})=1+4+16=21= 17, 
Ts X= (1,2,4,8,16):00,1,1,1,1)=2+4+8+16=30 
Ts'A2= (1,2,4,8,16):(1,0.0,1,1)=1+8+16=25= Y, 
415 420 一 (人 12,4.8,16) 人 1.0,0,1,0)=1+8=9= 了 
is"Xa= (1,2,4,8,16):00,1,1,1,1)=2+4+8+16= 30 


Ts* X24= (1,2,4,8,16):(1,1,0,0,.0})=1+2=3= C0, 
1s'Xas= (1,2,4,8,16)°(1,0,1,0,1)=1+4+16=21=U, 
Ts* X= (1,2,4,8,16):(0,1,1,1,0)=2+4+8=14=N, 
Ts* X= (1,2,4,8,16):(1,1,0,1,1)=1+2+8+16=27 
以 上 0 一 1 密码 译 成 拉丁 拼音 句子 如 下 ， 
La an hua ming yeu yi cin 


柳暗花明 又 一 村 . 


习题 三 


1. 构 作 两 个 正 交 的 5 阶 拉丁 方 ， 

2. 构 作 两 个 正 交 的 7 了 阶 拉丁 方 . 

3. 构 作 两 个 正 交 的 8 阶 拉丁 方 . 

4. 把 下 到 和 矩阵 补 上 三 行 ,使 之 成 为 6 阶 拉丁 方 ， 
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24052 
3415256|. 
(563241| 

5., 榴 必 两 个 正 交 的 12 阶 拉丁 方 . 

6, 证明;(8,6,3,3,2) 一 BIBD 不 存在 . 

7. 在 (bv ,rk,A) -BIBD 中,{1) 忆 知 w=15,k=5,A=2, 
求 上 与 7. 2) 出 知 w=21,5=28,r=8, 求 上 与 7. 

8. 已 知 Bi=12,4,6,7|,B,=}1,3,6,7},B;3= |3,4,5,7|, 
Bs= :1,2,5,7|,Bs= {2,3,5,61,B6=1i1,4,5,6},B,= |1,2,3, 
4; ,与 出 此 区 组 设计 的 关联 矩阵 ， 

9. 已 孝 (7,3,1)— BIBD 中 ,B= |1,2,4},B,= 12,3.5| ,了 3， 
= 13,4,6! ,By 二 14,5,71, 试 写 出 B;,B., Bz. 

10. 号 出 一 个 12 阶 Hadamard 矩阵 , 从 此 导出 一 个 对 称 的 
BIBD. 

11. 椅 作 一 个 21 阶 steiner 三 舌 系 ， 

12. 用 魔 矩 阵 密码 编发 与 译 出 " 横 丑 冷 对 千夫 指 ,俯首 甘 为 再 
子 牛 ”. 
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第 五 篇 ”不 确定 Turing 机 和 
计算 的 时 间 复 杂 度 


5.1 好 算法 和 坏 算 法 


多 年 来 , 洗 多 人 企图 对 任何 离散 数学 问题 都 找 一 个 有 效 算 法 
来 解决 ,可 惜 至 今 大 家 只 是 部 分 地 得 到 成 功 ,本 书 前 面 的 章节 中 有 
这 些 成 功 的 记录 ,但 仍 有 大 批 问 题 , 虽 曾 对 它们 做 过 极 大 的 努力 ， 
至 今 未 见 有 效 算法 ,人 们 发 现 一 个 问题 集团 ,其 中 包含 的 问题 已 经 
落实 的 就 有 上 千 个 (以 后 还 会 增加 ) ,它们 都 被 认真 研究 过 ,但 其 中 
的 任何 问题 此 未 找到 有 效 算法 ,虽然 这 个 集团 中 的 问题 其 实际 背 
景 与 数学 模型 各 蜡 ,但 已 严格 证 明 , 这 个 集团 中 的 问题 在 算法 的 时 
间 复 杂 度 方面 是 共 命 运 的 , 即 若 其 中 一 个 问题 存在 有 效 算法 , 则 它 
们 每 个 问题 都 存在 有 效 算法 . 当然 , 据 此 判定 这 些 问 题 一 定 不 会 
有 有 效 算法 .显然 过 于 武断 ,但 这 种 情形 给 了 一 个 很 强 的 暗示 , 令 
人 倾向 于 猜测 这 个 问题 集团 中 的 问题 不 会 存在 有 效 算法 的 可 能 性 
极 大 . 

描述 一 个 问题 之 实例 的 已 知 数据 的 长 度 称 为 输入 长 . 

所 谓 有 效 算法 ,又 称 好 算法 , 按 匈 牙 利 著名 数学 家 Edmonds 
的 定义 ,是 指 对 给 定 的 问题 ,存在 一 个 多 项 式 P(n), 使 得 当 实 例 
之 输入 长 为 n 时 ,最 多 经 P(tn) 个 基本 运算 步骤 即 得 以 解决 . 

这 里 有效 "二 字体 现 于 : 

(1) 在 文献 中 发 表 的 公认 为 有 效 地 解决 了 的 问题 所 用 的 算 
法 彰 属 Edmonds 有 效 算 法 . 
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(2) 任何 难 解 问题 ( 指 上 述 共 傅 运 的 问题 集团 中 的 问题 ) , 皆 
未 发现 Edmonds 党 义 下 的 有 效 个 法 ， 
(3) Edmonds 意义 下 的 有 效 算法 比 指数 时 间 的 算法 (例如 穷 
举 法 ) 好 得 多 . 
例如 算法 A 的 时 间 复 杂 度 是 nn*, 算 法 B 的 时 间 复 杂 度 是 27， 
其 中 n 是 输入 长 .假设 计算 的 时 间 有 限 , 例 如 是 一 个 小 时 内 必须 
完成 , 今 有 输入 长 为 no 的 一 个 实例 ,使 用 计算 机 CC 来 解 ,用 BB 算 
法 ,一 个 小 时 内 运算 步骤 必须 不 少 于 2% 个 ,大 改 用 另 一 台 更 快速 
的 计算 机 C 来 解 ,C 是 C 运算 速度 的 百倍 ,我 们 指望 C 会 解决 输 
人 长 比 no 大 得 多 的 实例 ,但 C 在 一 小 时 内 处 理 的 实例 之 输 和 长 
n 满足 
2 =2"0 X100, 
即 
n= not+logs 100< no+7. 
出 此 可 见 , 由 于 算法 B 的 徐 拙 ,我 们 虽然 把 计算 机 计算 速度 提 禹 
了 百倍 ,但 用 算法 8B 去 解决 问题 时 ,并 未 显示 出 大 型 快速 计算 机 
的 优势 来 . 我 们 已 经 意识 到 ,虽然 计算 机 的 重新 换代 是 必要 的 和 
令 人 营 舞 的 进展 ,但 从 某 种 意义 上 来 说 ,提供 好 的 算法 比 机 器 提高 
速度 更 为 有 效 . 
对 于 同一 个 癌 题 ,备用 A 算法 在 C 机 上 去 解 , 则 可 处 理 的 输 
人 长 满足 
n* = 100nz, 
n= 二 10n,. 
这 时 可 以 处 理 输入 长 是 C 机 上 处 理 的 输入 长 10 倍 的 实例 . 者 有 
一 个 算法 的 时 间 复 杂 度 是 输 人 长 的 线性 画 数 ,用 此 算法 在 C 机 上 
去 解 可 以 处 理 比 C 机 处 理 的 输入 长 扩大 百 信 的 实例 . 
下 面 的 表格 对 有 效 算法 与 指数 时 间 的 算法 的 效果 进行 了 具体 
比较 . 
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时 则 复杂 处 | 原 计算 机 | 扩大 百倍 速度 的 计算 机 | 千 悦 速度 计算 机 


NN [的 1000 Ni 


ni 4.64N) 10N); 

有 2.5N; 3,98N; 
2 NM H6.64 N, +9.97 
3 Ns+4.19 Ns +6,29 


其 中 N;(i=1,2,3,4,5) 是 单位 时 间 内 可 以 处 理 的 输入 长 之 上 界 . 
我 们 看 到 ,车 用 3” 这 种 时 间 复 杂 度 的 坏 算 法 , 既 使 机 器 的 计算 速 
度 扩 大 千 倍 ,输入 长 的 增加 也 不 到 7. 

下 页 的 表 基 用 每 秘 百 万 次 计算 机 得 出 的 ,我 们 看 到 ,输入 长 
30 的 实例 ,在 这 种 快速 计算 机 上 用 3* 时 间 复 杂 度 的 算法 尚 需 6 
年 半 的 时 间 才 能 完成 ,而 输 大 长 为 30 的 实例 并 不 罕见 ;着 用 这 种 
算法 处 理 输 人 长 为 60 的 实例 , 则 需要 1.3x10- 个 世纪 ! 这 实际 
上 宣布 了 了 3" 时间 复 林 度 的 算法 是 无 用 的 坏 算 法 . 


5.2 不 确定 Turing 机 和 NP 类 问题 


我 们 称 管 案 不 是 “是 "就 是 “ 否 " 的 问题 为 判定 何 题 . 有 些 同 
题 ,可 以 化 成 判定 问题 ,例如 边 容 量 为 自然 数 的 网 络 上 的 最 大 流 问 
题 就 要 以 化 成 :给 定 网 络 N 与 非 久 整 数 关 , 问 是 否 存 在 流量 不 少 
于 上 的 流 函 数 ? 若 回 答 说 “是 " ,我 们 用 十 1 代 符 上 ,再 提问 同样 
的 问题 ,如 此 可 以 找到 最 大 流 . 

为 了 讨论 判定 问题 的 时 间 复 杂 度 理论 ,我 们 引入 Turing 机 的 
概念 .Turing 机 是 年 轻 的 英国 数学 家 Turing 1936 年 提出 的 一 个 
数学 概 您, 它 并 非 什 么 机 器 ,但 它 的 功用 却 十 分 之 大 ,不 仅 是 研究 计 
算 复 杂 庆 理 论 的 得 力 工 具 ， 而 且 为 1946 年 真 计算 机 之 问世 莫 定 了 

我 们 称 下 面 的 八重 组 为 一 部 Thusing 机 : 
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he 


20 


0.00002” 


0.008" 


3.2" 


1.0 


58 


0.00003 


0.027 


24.3 


17.9 


6.5 年 


1.7 


12.9 天 


3855 世纪 


a0 


0.00006"™ 


0.0036" 


0.216" 


13.0° 


366 世纪 


2x i108 世纪 |1.3Xx1083 世 纪 


(3 ,了 ,三 六 Bysvyswv)， 
其 中 
SS 二 {gs13 S295", Sn 80s Sy, SN | 
是 状态 集合 ,so 叫做 初 态 ,sy 叫做 Yes 态 ,sy 叫做 Jo 态 . 
和 三 12 
是 带 符 集合 ,5 叫做 空白 符 . 
之 C 开 叫 作 输 人 符 集 合 ， 
bE 一 仿 ， 
fi(S- isy,sy!l} XT>T x 全 ,一 十 |， 
了 叫做 转换 郴 数 . 
Tiring 机 上 有 有 一 个 无 限 长 的 “ 继 带 ”, 划 分 成 …,C( 2), Ct - 
,CO0) ,C0) ,Cf2),… 地 址 序列 . 
Jiring 机 还 具有 一 个 “ 读 写 头 ”. 
下 面 说 明 Turing 机 的 操作 及 表达 式 . 
(1) 头 位 画 数 站 (7 
读 写 头 每 个 单位 时 间 脑 准 一 个 地 址 , 若 : 时 刻 瞒 准 的 地 址 是 C 
‘让, 则 写成 
下 《一 于 
规定 
A(0)=1, 
即 开 始 时 读 写 头 在 C{1) 处 . 
(2) 数据 输入 
设 输 人 符 集合 为 互 = 11 ,x2,… ,zo1, 记 时 刻 1 在 C(i) 处 写 的 
市 符 是 y{i,7) ,上 且 规 定 
YZ) = ,t=1,2,.,n; 
Yi,0) = ,iA1,2, ,nn. 
(3) 转换 函数 f 
设 时 刻 上 之 状态 为 s:(1) ES 一 1sy,sw!, 则 
Fls(1), YY(hOD, 2))= (p,q9,d), 
348 


其 中 
(s(2), YA EE ELS— lsy, sy!l) xTI, 
(pg ,dESxTXx|1,—1). 


会 闵 蚌 
s(t+1)=p, 
h(t+1)=h(1)}+d, 
qt= h(i); 
2， 1}= 
Yi tl) Yi tt) ,ih(E). 
(4) 停机 


5 1sy ;swv| 时 停机 . 

Tring 机 解决 了 一 个 判定 问题 号, 是 指 ; 

对 任意 给 定 的 品 的 一 个 实例 ,这 个 实例 用 字符 zi yz 
表达 时 ,实例 管 案 为 “是 ” 当 目 仅 当 以 zx ,x2，… ,xz 做 为 输入 ,Tiring 
机 停机 于 sy 态 . 

定 光 1 对 于 判定 问题 只 ,存在 一 个 多 项 式 已 ( 站 ,使 得 对 其 每 
一 输 人 长 为 ”的 实例 ,Tring 机 可 以 在 P(n) 时 间 内 解决 ;此 种 问题 
D 的 全 恒 组 成 的 集合 叫做 PP 类 问题 集合 , 记 之 为 卫 . 门 

有 许多 问题 ,我 们 虽然 尚 不 知 其 有 无 多项式 算法 ,但 给 出 一 些 
附加 信息 , 则 可 以 在 多 项 式 时 间 内 由 Tiring 机 可以 解决 ,例如 “图 
CG 是 否 Hamilton 图 ”” 众 所 周知 ,这 个 问题 是 个 难 解 问题 ,但 若 给 出 
G 的 一 个 子 图 , 则 在 多 项 式 时 间 内 可 以 验证 它 是 否 为 G 的 Hamilton 
圈 . 

朗 Tiring 机 开始 计算 前 ,把 某 些 信息 存 和 人 CC 一 1),C( 一 2),… 
等 地 址 , 称 符号 列 

Yi—1,0),7{ -2,0),.… = gig2… 
为 一 个 猜想 . 

我 们 注意 到 , 若 Tiring 机 的 计算 时 间 以 某 个 多 项 式 P(n) 为 上 
寞 , 则 不 要 把 比 P(n) 一 1 长 的 猜想 存 入 机 器 中 去 ,因为 地 址 C{( -了 
(nn)) 在 计算 中 达 不 到 . 
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一 个 判定 问题 DD 在 不 确定 Tiuring 机 上 在 多 项 式 时 间 内 被 解决 
是 指 ; 对 于 问题 DD, 存 在 多 项 式 P(n), 使 得 对 口 的 输入 长 为 nx 的 实 
例 , 兰 其 管 案 为 "是 ”, 则 存在 一 个 猜想 ,对 于 它 , 机 器 在 P(n) 时 间 内 
停机 于 sy 和 省”, 则 对 于 每 个 猜想 ,在 Ptn) 时 间 内 
Turing 机 和 堪 停 机 于 sw 态 . 

不 确定 Turing 机 概念 中 不 确定 "三 个 字 的 含义 是 ,上 述 的 | 吝 
答案 为 "是 " , 刚 存在 一 个 猜想 ,对 于 它 , 机 器 停机 于 sy 态 ” 一 语 中 ， 
我 们 只 是 相信 有 这 人 么 一 个 猜想 存在 ,但 并 林 给 出 什么 确定 的 方法 可 
以 找到 这 个 猜想 .也 许 我 们 侥幸 碰 上 了 这 么 一 个 稍 息 ,但 这 种 举 运 
是 罕见 的 ;或 者 这 个 实例 之 答案 是 各 定 的 ,这 时 ,要 逐个 验算 猜想 ， 
而 猜想 可 有 ||| i 个 ,要 用 PCn)| 太 |” 1 时 间 来 完成 ,这 是 一 
个 可 怕 的 指数 时 间 ,会 随 着 P(x ) 之 增 大 而 爆炸 性 增 大 ,所 以 用 这 种 
方法 来 求解 ,实际 上 是 不 现实 的 ,也 就 是 说 ,用 Tiring 机 如 此 解决 不 
可 能 实际 地 得 出 确定 的 管 案 . 

不 确定 Tiving 机 对 于 解决 问题 实际 上 是 个 无 效 的 工具 , 它 只 有 
理论 上 的 价值 , 借 腑 于 它 , 我 们 可 以 建立 NP 概念 

定义 2 在 多 项 式 时 间 内 能 被 不 确定 Turing 机 解决 的 判定 间 
题 之 集合 叫做 NP 类 判定 问题 集合 , 记 做 NP. 站 

显然 ,PENP. 但 P= NP 是 否 成 立 ? 这 是 一 个 尚未 解决 而 其 意 
义 十 分 深远 的 问题 . 


5.3 ”NPC 问题 和 Cook 定理 


定义 》 也 ; 与 DD, 是 两 个 判定 问题 ,存在 一 个 映射 ,以 及 一 个 
多 项 式 外 (nn), 使 得 对 于 任意 给 定 的 DD 的 一 个 实例 的 输入 上, 卫 之 
长 为 二 ,出 了 在 Qtn}) 时 间 内 把 五 陕 射 成 Da 的 一 个 输入 六 1), 县 
厂 的 答案 是 “是 ”" 当 且 仅 当 f(T 了 ) 的 管 案 是 “是 ”, 则 称 在 多 项 式 时 间 
内 万 ; 转化 成 记 ;, 记 之 为 DicscDD2 人] 

定义 4 车 判定 问题 DENP, 且 对 YDENP, 有 DSeD, 则 称 D 
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<NPC, 即 NPC 是 下 面 的 判定 问题 集合 ， 

NPC= 1D1D 是 判定 问题 ,DE NP, YD' ENP 时 ,DecD|. 口 

这 个 定义 是 Karp 于 1972 年 提出 的 ， 

推论 1 设 DDi,D; 是 两 个 判定 问题 ,DD,,DyEP, 则 DE 
Pp. 

证 人 设 攻 是 启 之 输入 ,输入 长 | 了 | =n, 叉 D1ED;, 则 存在 上 映 
射 及 多 项 式 Q(z) ,使 得 扩大 ) 是 了 的 一 个 输入 ,此 映射 可 于 妃 
Cn) 时 间 内 完成 ;又 由 于 Dy EP, 故 存在 多 项 式 P(x)( 不 妨 设 Plz) 
单调 上 升 ) ,使 得 对 于 站 之 输入 六 五 ), 在 P(| 赤石 )|) 时 间 内 解决 ， 
又 | 六 放肆 Qn), 所 以 FN) 可 于 多 项 式 时 间 P(Q(n)) 内 解决 ， 
于 是 ,万 亦 可 在 多 项 式 Q(n}+ P(Q(n)) 时 间 内 解决 , 即 D1EP, 证 
毕 . 

推论 2 DPIENPC, 则 DiccD，， 

证 由 于 DENPC, 则 DENP; 又 D,ENPC, 由 定义 ,YD'E 
NP,D'ccD;, 取 让 =D, 则 DccD,, 证 毕 . 

推论 2 告知 ,NPC 内 各 问题 间 在 时 间 复 杂 度 方面 是 等 价 的 (或 
多 项 式 可 归 约 的 ), 由 推论 1 可 得 

推论 3 大 DENPC, 假 设 DEP, 则 NP=P. 

证 因 DENPC, 则 DENP, 且 YD'ENP,D DD, 假设 DE 
P, 由 推论 1,D’EP, 即 NPSP. 又 PCNP, 故 得 P=NP, 证 毕 . 

推论 4 DENPC, 假 设 DEP, 则 NPCESP; 若 DENPC, 假 设 也 
仿 P, 则 NPC 门 P= 乡 . 

证 由 推论 3 知 当 五 ENPC, 且 万 EP 时 ,NEP=P, 但 NPCSE 
NP, 故 得 NPCCP. 另 一 方面 , 若 DENPC, DS&P, 但 NPC 门 P 天 分 ， 
则 存在 一 个 DiENPC 站 P, 即 卫 EP,DiENPC. 由 推论 4 前半 段 的 
结论 ,NPCC-P, 于 是 DEP, 与 D 信 PP 站 盾 , 所 以 当 DENPC, 了 D 久 已 ， 
则 NPC 门 P= 信 , 证 毕 . 

推论 4 告知 ,NPC 中 的 问题 ,只 要 有 一 个 是 PP 类 的 , 则 个 个 都 是 
P 类 的 , 即 NPC 中 的 问题 丝 存 在 有 效 算法 (但 愿 如 此 1) ,但 若 发 现 革 
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;中 的 问题 不 是 卫 类 的 , 即 它 无 有 效 算法 , 则 NPC 中 各 个 问题 

皆 无 有 效 算 法 1 NPC 问题 在 有 无 有 效 算法 的 意义 下 是 共 命 运 的 ， 

定理 1 {NP 完备 性 定理 ) 若 DENPC,D ENP,DccD . 则 
D’' ENPC. 

证 因 DENPC, 丰 YD ENP,D SD; 叉 知 DENP, 有 Dec 
DD , 则 DScD' ,由 定义 DE NPC, 证 毕 . 

目前 ,有 些 意见 倾向 于 NE 天 P,P 站 NEPEC= 邓 ,NEP- NPC- PD 
{ 见 图 5.1) . 但 这 种 看 法 的 真 伪 并 未 得 到 证 明 . 


(© 


图 5.1 

1972 年 ,多 伦 多 大 学 的 Cook 找到 了 第 一 个 NPC 问题 , 它 的 代 
号 为 SATCSatisfiabitity). 以 它 为 NPC 家 族 的 种子”, 出 定理 1, 繁衍 
出 友 批 NPC 中 的 问题 . 

设 有 限 变量 集 

= 1x TT 

X 中 的 每 个 变量 可 以 取 本 与 下 两 个 值 之 一 , 且 xz; = 全 , 则 二 = FF 
z= 下, 则 ;= 二 工 

称 

一 Ir] 1 ,TST TT 

为 字 集 台 , 字 集合 的 子 集 叫 做 句子 . 

SAT 的 实例 是 :任意 给 定 一 个 句子 集合 1Cu CCrl 是否 
有 赋值 方法 ,使 得 每 个 合子 C; 中 组 有 了 值 的 字 ? 
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句子 中 有 的 字 取 工 什 时 , 则 此 条子 称 为 饱和 的 ， 

A]: 

输入 ;一 个 句子 集合 . 

问 ; 是 否 存在 一 种 贼 值 方法 ,使 这 些 句 子 钥 饱和 ? 

定理 2(Cook) SATE NPC. 

证 ”SATENP 是 显然 的 .下 证 YDENP, 缘 有 DecSAT. 即 当 
1 是 DD 的 长 xn 的 输入 时 ,要 证 存在 一 个 昕 射 ,使 得 太 门 是 SAT 的 
一 个 输入 ,此 映射 耗 时 为 多 项 式 Q(tn), 且 了 问答 "是 " 当 且 仅 当 Ff 
(DD) 回答 “是 ”. 

所 请 机 器 对 了 回答 “是 ”, 蚌 指 存在 一 个 猜想 ,机 事 在 多 项 式 时 
间 Pt 内 停机 于 sy 态 , 即 Turing 机 有 序 地 执行 以 下 步骤 ; 

(1) 初始 时 ,了 由 C(D ,CC CC 处 的 内 容 表达 出 来 ; 
而 C0),Cln+1),Clnt+2),…,C(P(m) +1) 箔 为 空 日 . 

(2) ”初始 态 是 so0, 开 始 时 头 在 C1), 即 (0)=1 

(3) 对 于 每 一 时 刻 1 ,0 所 t+ 夺 Ptn) ,机 响 恰 在 一 种 状态 下 . 

(4) 对 于 每 一 时 刻 1:,0 坟 1 态 P(n), 每 个 地 址 C( 2 处 怡 写 -一 
个 市 符 , 一 Ptn)+ 1 二 7? 寺 P{n)+1. 

(3) 对 于 每 个 时 刻 1,0t 所 Ptn), 头 恰 在 一 个 地 址 Cti) 上 ， 
— Ptnj+t+ li 和 Ptn)+1. 

C6) 仅 当 时 刻 上 头 在 此 地 址 上 ,该 地 址 的 内 容 才 能 从 时 启 1 
到 时 刻 :+1 的 情况 下 改变 . 

(7) 阁 s5tt)ES-1sy, syi, 则 s(t +1), Yth(E),t+1), 
htt+1) 由 了 确 定 , 阁 s5(DE Ysy,sy|, 则 s(t+1)= s(t)， 

(8B) ss{Pin))= sy. 

为 明确 起 讽 , 把 记号 规定 如 下 : 

S=|s0, ss2, 53 so! $1 SY: 82 二 SN 

i 地 址 ,i = CD 一 Pln) tl<iPln)+1. 

7 :种 和 从 ,0 ,T= i= 6b ,7 ,j= I 

:状态 ,0 三 kg, 二 
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f= TT 

取 SAT 的 变量 集 为 

X=IG,t UTHG, 2S , £)}. 
显然 变量 G 的 个 数 是 O(P*(n)) ,日 的 个 数 是 O(P(n)),5 的 个 
数 是 OCP(n))， 

赋值 方法 为 : 

当 且 和 仅 当 y(i,1) 二 时刻 1,COD 外 的 带 有 有 是 7 ) ,GG(i,?,7) 
一 了 了; 

当 且 仅 当 上 时刻 头 在 CCi) 上, H(i,:)=T; 

当日 悦 当 时 璇 + 状态 为 5,S(z,&) 三 全 

取 句 子 集合 为 U S;, S; 如 下 

Si1= |{G{i,0,i)| [ln ,z= | 

U1,0,00 la<i 人 Pa) + 1 UG0,0,0))}. 
S2= 11st0,0)1 ,HC0,0)}. 
S3= LHSC,0), SC De SC oHU, YS, 


| SCG, ki), St, ) 1!1. 
Ss= UULIGG,2,0),G(i,0,1) ,GG(i,t, 8) 


UY GC), Git) 

= UIIH(- Pln)+1,t),H( ~ Pln) +2,2),., 

H(Pln) + l,l vy THD HC, DH. 

= UYU UtiHG, 由) Gi, ti) Git +t1, I}. 


1 Us) J 


=U UU WU SC, ), H(i,?), 


1 人 二 1 Pty 人 1，, 


G(i, ,7), SCOTT 下 )， 


人 二 GC , £7), Hi{iit+d, 
t+ Fs 7;)= (OU HW S(t ,1), 


S(t+1,1)} Stt2 S(t+1,2)1}. 
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Ss=1iS(p(n),1)};. 

可 以 验证 S; 中 名 子 内 饱和 的 充 要 条 件 是 Turing 机 执行 步骤 
(is 8. 至 此 ,Cook 定理 证 毕 ， 

直面 考虑 让 SAT 在 多 项 式 时 间 内 转化 的 为 一 个 NPC 问题 ， 
它 的 代号 为 3SAT. 

3SAT:; 

输入 :一 个 句子 集合 ,每 句 恰 含 三 个 字 ， 

问 :是 否 存 在 一 种 赋值 方法 ,使 每 句 丝 饱和 ? 

定理 3 3SATE NPC. 

证 ”我们 来 证 明 SAToc3SAT(3SATE NP 是 显然 的 ). 为 此 ， 
全 

SI=ila,b,cd!lls, 
Ss=ila,b, rl,ir,c ,dllUs, 

其 中 z 在 5 中 不 出 现 . 

首先 证 明 .Si 可 饱和 当 且 仅 当 S, 可 饱和 , 看 有 赋值 方法 司 
Si 句 句 饱和, 则 这 一 赋值 法 可 使 $: 中 的 S$ 中 之 句子 缘 忆 和 , 且 
5; 的 前 两 个 杀 子 至 少 有 一 个 乙 和 的 ,再 对 x+ 赋值 ,使 S, 中 的 前 
两 个 扣子 都 饱和 ,于 是 $; 名 名 饱和 . 反之 , 若 有 一 个 赋值 法 使 5， 
句 句 饱和 , 则 这 一 赋值 法 使 S. 中 S 部 分 的 句子 骨 人 馅 和, 且 a ,6， 
c,d 中 至 少 有 一 个 值 为 T, 故 这 一 赋值 法 可 使 S| 名 名 饱和 . 

上 面 事实 告知 ,一 个 长 4 的 句子 可 由 两 个 长 3 的 句子 代替 , 通 
过 /一 3 个 新 变量 的 引入 ,一 个 长 i(i 之 3) 的 句子 可 由 1 一 2 个 长 3 
的 可 子 代 震 :;: 和 句子 1a! ,02st 伊 ai | | ' {rs 03, Tr | 1 
xr asa 1;Q1 代替 : 苔 一 赋值 使 ldor "yt 中 有 一 个 变量 取 
T 值 , 则 长 各 ja ,a2,… al 饱和 ,这 时 ， 


新 ai 或 好 了 为 工 , 刚 令 Tl1= 二 "ra3= 上, 
若 ga- 1 或 a 是 丁 , 则 令 = 二 x= 二 zx/_3= 二 本， 
苦 某 个 a = 了 ,2<R<7 一 1 , 则 令 = zx2y=…= zz.2= 二 本 ， 
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2 二 3 二 

以 上 三 种 可 能 至 少 发 生 一 种 ,每 种 情形 发 生 时 ,上 述 那 些 长 3 
的 句子 缘 饱和 ， 

各 Qld a 首 下 ,长 名 未 饱和 ,这 时 无 法 给 全 变量 赋值 ， 
使 ! 一 2 个 短 句 和 缘 愧 和 . 

我 们 看 到 ,长 句 被 短 句 代替 所 用 的 时 间 是 以 描述 原 句 子 集 输 
人 长 的 多 项 式 为 界 , 变 成 的 句子 集中 , 名 子 数目 以 原 句 子 集中 字 
的 数目 为 界 , 且 变 成 的 甸子 每 个 至 多 含 三 个 字 , 即 SATec3SAT 
证 毕 . 


5.4 NPC 中 的 组 合 问题 


我 们 这 里 讲 几 个 组 合 问题 ,它们 属于 NPC. 
三 维 匹 配 问 题 ,代号 3DM 
输入 : W, 汪 ,YY 是 三 个 集合 , |W|= |X|= 1Y| = p 去 0, MS 
XxYxW,. 
问 ; 是 否 存 在 M' 守 M,|M |=p, 且 M 中 无 两 个 有 相同 分 量 
的 三 元 组 . 
例如 W= X= Y= 10,1i,M=1(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0), 
(1,0,0)i, 则 3DM 之 回 管 是 * 否 ”, 若 在 M 中 加 入 一 个 (1,0,1)， 
则 取 M = 4100,1, 们 ,{1,0,1)| ,这 时 3DM 的 回答 是 “是 ”， 
定理 4 3DME NPC. 
证 显然 3DME NP, 下 证 3SATcc3DM. 
令 3SAT 之 输入 为 1= fe czas ,cm| ziyzY 是 出 现 
于 工 中 的 变量 ,我 们 来 构 作 3DM 的 一 个 输入 了 (了) 中 的 镀 ,XX,Y， 
M . 
WwW = fr rs [li ,jm!， 
X=AIUSUG, 
Y=AUSUG, 
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Al 一 aj | Rin ,lI + 
Ai= {511RiRn ,lIRm|, 
S=1s |1&jSm|, 
G= 1g ll Em(n —1)}, 
M= ACU SCU GC, 
AC=UAG;, 
AC., = {ra a bi) [lj Sm| UY 
(ri sy Ai #1 ,bi ) | 1 I 一 二 已 


| (rim ;il Pim ) | . 


图 5.2 表示 4C; 的 结构 ,其 中 每 个 关内 为 一 个 三 元 组 ,标志 i 
已 被 省 略 ,每 个 a, , 5; 参加 两 个 三 元 组 ,对 每 个 i, M 要 么 会 形 如 
(Ti ,A 》 b;, ) 的 三 元 组 外 EA 含 所 有 其 它 类 型 的 三 元 组 ,但 不 能 混 


合 . 此 即 表 明 所 有 出 过 的 z; 或 此 个 或 氏 下 . 


~ NA < 
,| K(») pd 有 
| ~、() 
\ Ve ~ 
\ ON 
{~ 
\ 人 
~ 一、 
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SC=USC， 
SG= i(ra ssl|zrECIU 
(Cry ssi) | € 人 上 
由 3SAT 之 定义 ,每 个 SC 中 会 三 个 三 元 组 ,为 了 使 s 做 为 
第 二 与 第 三 分 量 , 仅 一 个 三 元 组 在 M 中 ,显然 ,这 只 能 是 :zz ) 
在 M 站 AC 中 未 用 过 , 即 x; 给 以 真 { 假 ) 赋 值 . 
令 MnIACUSC) 用 了 丈 的 ma + rm 个 元 过 ,为 含 其 余 
m(n 一 1) 个 元 素 , 我 们 有 
GC = {xis Bas Be) (Cry, Bh 1) | li , 
l,m(n-1)|, 
证 毕 . 
下 面 骨 讨 论 一 个 著名 的 组 合 问题 , 它 称 为 三 元 素 子 集 精确 哥 
兰 问 题 ,代号 3XC. 
3XC; 
输入 ;集合 U 及 其 三 元 素 子 集 集团 CC. 
问 :C 中 是 否 存在 子 集 园 ,使 其 精确 覆盖 LU? 
即 夺 51 ,s2，,… ,sa 是 3 元素 集合 , 且 对 每 个 1 ?nS, CI 
U, 问 是 否 存 在 I 守 11,2,…,n| ,使 得 
Us:=U, 
且 i ,jET,i 关 i 时 ,S, 站 S$,= 仿 . 换 句 话说 , 问 是 否 存 在 U 的 
一 个 划分 ,得 到 的 子 集 名 三 个 元 素 , 昌 划分 出 的 子 集 在 预先 指定 的 
二 元素 子 集团 C 之 中 . 
定理 5 3XCE NPC. 
证 3XC 显然 是 NP 问题 .下 证 3DM3c3XC. 设 W,X,Y,M 
是 3DM 之 输入 1, 其 中 MCWxX 氏 x Y, 且 W,X,Y 两 两 不 相 
区 ,不 然 , 把 公共 元 素 改 变 一 :下 名 称 即 可 , 取 
= | i rt, Ty | [fw, ry}EM!, 
U=WUXUY. 
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下 证 CC 有 子 集 精 确 覆 益 D 的 充 朗 条 件 是 存在 完备 匹配 M' 导 
M .显然 ,看 M' 是 一 个 完备 匹配 , 则 
C=ilw,r yl|(rw, rz,y)EM’|, 
是 U 的 一 个 精确 覆盖 .反之 , 若 C 是 UU 的 一 个 精确 覆盖 , 则 
M=iiw,zr,yl| |w,r, yl EC'|, 
是 一 个 完备 匹配 ,证 毕 ， 
在 3XC 中 , 若 不 要 求 每 个 子 集 和 3 个 元 素 , 则 问题 变 成 所 谓 
精确 覆盖 问题 ,其 代号 为 XC. 
定理 6 XCE NPC. 
定理 6 的 证 明 只 要 论证 3XCocXC, 留 作 习 题 ,请 读者 完成 . 
最 后 研究 代号 为 SC 的 集合 覆盖 问题 . 
总 
输入 :集合 UU,U 的 子 集 集团 C, 整 数 趟 ， 
二 :是 否 人 存在 C 的 子 集团 C ,使 得 C 覆盖 亲 , 且 C’ 中 集合 的 
数目 不 超过 k” 即 
Us= U,HIC’ |&R. 
定理 7 SCE NPC. 
证 只 需 证 3XCocSC, 设 CC 与 U 是 3XC 的 的 输入 1 邻 


=| 号 |. 取 C,U,& 做 为 SC 之 输入 (了 ). 若 |U| 被 3 除 不 尽 ， 


则 3XC 答案 为 “ 否 ", 这 时 SC 之 管 案 亦 为 “和 否 ", 若 | U| 可 被 3 除 
尽 , 这 时 , 雁 C 是 一 个 精确 覆盖 ,C 当然 也 是 一 个 覆盖 ,有 自 10"| = 
U3= 玉 ;反之 ,着 CC' 是 一 个 荐 六 ,1C | 志 , 则 |1C | = 大 ,因而 
是 一 个 精确 覆盖 ,证 毕 ， 

在 SC 中 , 若 每 个 子 集 皆 含 3 个 元 素 , 则 SC 变 成 3SC 问题 . 

定理 8 3SCE NPC. 

证 明 请 读者 给 出 . 


本 章 我 们 学 习 了 Edmonds 意义 下 有 效 算法 的 概念 , 引入 
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Turing 机 ,进而 定 羡 了 P,NP 与 NPC 三 个 问题 集合 .一 般 总 是 用 
Turing 机 作 为 描述 算法 过 程 的 基本 数学 模型 任何 能 在 现代 数字 
计算 机 实现 的 计算 都 能 用 Turing 机 来 描述 . 

计算 复杂 性 理论 不 仅 是 计算 机 专家 最 感 兴趣 的 问题 之 一 ,也 
是 应 用 数学 家 必须 过 问 和 研究 的 重大 课题 . 它 使 我 们 用 精确 的 概 
念 来 审定 问题 究竟 是 符 难 解 . 而 不 是 任 直 观 的 感觉 粗略 地 判定 一 
个 算法 的 好 坏 . 

1972 年 ,Cook SA 提出 的 关于 SATE NPC 的 基本 定理 ,商定 
了 计算 复杂 性 分 析 的 理论 基础 ,同年 Karp R M 提 出 21 个 NP 问题 
可 由 SAT 转 化 {oc), 从 而 得 到 了 第 一 批 NPC 中 的 问题 ;到 1978 
年 ,NPC 问题 已 经 由 21 个 迅速 增加 到 300 多 个 ,其 中 有 不 少 是 图 
论 中 的 问题 .近年 来 ,人 们 仍然 热衷 于 确定 某 些 实际 问题 与 理论 间 
题 的 计算 是 藻 NPC 问题 . 

至 于 NPC 中 的 问题 是 否 真 的 不 存在 多 项 式 算法 ,是 当今 科学 
寞 面临 的 重大 课题 之 一 . 显然 ,这 一 个 问题 的 解决 , 即 回答 “P = 
NP 否 ?” ,是 一 个 十 分 困难 而 又 有 意义 的 工作 ! 如 果 了 = NP, 就 应 
该 为 NPC 中 的 问题 设计 有 效 算法 ; 若 P 关 NP, 就 不 要 再 指望 有 效 
地 解决 NPC 中 的 问题 .有 些 问题 人 们 还 考虑 它 的 计算 复杂 度 是 否 
介 于 P 与 NPC 之 间 , 凤 NP 中 的 问题 能 否 有 更 细 的 划分 .关于 NP 
的 理论 尚 处 于 发 展 之 中 . 

本 章 涉 及 的 思想 .概念 和 技巧 都 很 不 通俗 , 颇 有 几 分 难 懂 ,但 
它们 是 摘 计 算 机 科学 和 应 用 数学 的 必要 知识 ,所 以 必须 下 力气 彻 
底 弄 明日 .Cook 定理 等 本 章 提 到 的 定理 不 论 是 证 明 的 思路 还 是 技 
巧 与 细节 ,都 十 分 新 颖 生动 而 有 引人入胜 ,很 值得 学 习 . 


5.5 NPC 中 的 图 论 问题 
首先 讲 最 大 团 问题 ,代号 CLIQUE: 


输入 ;无 向 图 GCV ,FE), 正 整数 | V|. 
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问 :G 中 是 否 有 一 个 图 C, 使 得 1C| 关 &? 其 中 iC|l 是 CC 的 项 


定理 1 CLIQUEE NPC. 

证 显然 ,CLIQUEENP, 下 证 3DMecCLIQUE,， 

设 是 3DM 的 输 人 ,了 为 研 , 夺 ,ME 人 诈 xXXY; 取 关门 
为 CLIQUE 的 相应 输入 , fF( 站 中 玫 = |XX| , 图 GE 五 ) 为 

VI(G)=M, 

EC)= 1e=mmz|lm, mE M,H mi 5S mm; 无 相同 的 对 
应 分 量 } ， 

于 是 "是 " 当 且 仅 当 ("是 ” ,证 毕 . 

CLIQUE 问题 的 解决 实际 上 意 昧 着 找到 G 中 顶 数 最 大 的 团 
的 顶 数 ,可 异 这 个 问题 属于 NPC, 这 个 瑶 似 简单 的 问题 实则 非常 
困难 . 

下 面 讨论 最 大 独立 集 问 题 , 代 号 IND: 

输入 :图 GCV,E), 正 整数 关 志 | V1. 

问 :是 否 存 在 独立 集 5S, 使 得 | Si 守 &? 

定理 2 INDE NPC. 

证 显然 INDE NP, 下 证 CLIQUEccIND. 事 实 上 , 若 工 是 
CLIQUE 的 输入 , 工 由 G(Y, 下 ) 与 自然 数 点 组 成 , 则 取 相 应 的 
IND 的 输入 (了) 为 G 的 补 图 G 与 ,这 时 ,显然 有 : 1" 是” 当 生 仅 
当 六 了 是”, 证 上 毕 . 

最 后 讲 一 下 最 小 顶 颖 盖 问题 ,代号 VC: 

输入 :图 GCVY,E) ,卓然 数 / 夺 |V|. 

问 ;G 中 是 天 有 顶 和 覆盖 C ,使 得 | C1 所 1? 

定理 3 VCE NPC. 

证 VCENP 不 足 道 .下 证 INDecVC. 设 G(V,E) 与 是 
IND 之 输入 了 ,相应 的 VC 之 输入 了 F() 取 为 G(V,E) 与 1=|V| 
- 包 , 由 独立 集 与 顶 覆 盖 集 的 互补 性 知 , 1“ 是 ” 当 且 仅 当 了 (7) 
“是 ” ,证 毕 . 
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有 问 Hamiltion 轨 问 题 ,代号 DHP: 

输入 :有 向 图 GC(V,E),s,tEV(G), 

lo: 中 是 人 否 有 有 问 Hamilton 轨 PCs ,1}? 

定理 4 DHPE NPC. 

证 显然 DHPE NP, 下 证 VCecDHP. 设 VC 之 输入 了 为 
GLVY,E) 及 目 然 数 和 | VY| ,下面 给 出 相应 的 DEP 之 输入 F(T). 

六 elv,1),e(v,2),…,e(v,ad(v)) 是 G(V, 上 E) 中 与 了 关 w 关 
联 的 边 , 了 (了) 中 的 有 向 图 G (VV, 忆 ) 构 作 如 下 : 

V 一 aoala2 mlU Mi,1,2), 
(V2, SiCd(v)|. 

即 把 无 向 图 G(Y ,五 ) 的 每 个 项 wv 变 成 24(w) 个 顶 ,再 添加 上 
+1 个 新 顶 a0,a1,…, as, 这 些 顶 合 起 来 构成 有 向 图 G 的 顶 集合 
V. 

FE =ia>(v,1,1) 0Si<k,vE V(G)IU 

i{vu,2,d(v al0< i vE VCG)IU 

{ul si} vj), (au,2,7) (vu,2,j) 
letusi)=elvw,i)|U 

{vi v,2,7)| vyE VGY, IEIiCd(v)}U 
(v2, >(v,1,it1)| vvEV OG), li<d{tvu)), 
$=a0,t= a. 

我 们 称 项 u“ 内 部 由 (wv,1,1) 到 (vw,2,d{wv))” 的 有 向 轨 为 顶 
Uv 之 迹 '. 下 证 G 中 有 Hamikton 轨 PCao,ax), 当 且 仅 当 G 中 有 

上 现 硕 覆盖 . 

议 世 =|1v1,v2,… ,| 是 (3 中 一 个 顶 覆 盖 , 我 们 来 构 作 G' 中 
的 一 个 Hamilton 轨 Plao,ai). 取 边 co 一 (aiy1,1), 通 过 vw 的 迹 
到 达 ( rr 2,colh) 再 到 zi 册 | 到 (vw,1,1), 经 To 之 迹 到 达 
(v2,2,.0402)), 肝 到 az ,最 后 从 (wi,2,d (wi)) 到 达 a ,得 到 
一 条 上 中 的 有 向 加 P (aoyat) .但 P (aoyai) 不 一 定 是 G' 的 
Hamitto 轨 . 者 Ptaosas) 不 是 Hamilton 畦 , Yv 芷 C,HB p= wvt 
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EUG),e=elp 门 =efb 人 出 zxEC. 这 时 ,用 (zi 一 (51， 
站 (vw,2,7) 一 (4,2, 纪 代替 PP 中 的 (wu,1,i) 一 (wu,2,2). 由 于 C 
是 顶 覆 盖 ,w 在 避 中 “人 分裂" 成 的 24{w) 个 顶 都 被 通过 仪 一 次 ,于 
是 得 到 了 如 “中 的 Hamilton 轨 Plap,ar). 
反之 ,车 G 中 有 Hamilton 轨 P(ao,&4), 则 我 们 能 构 作 出 G 
的 一 个 让 顶 的 顶替 盖 S: 当 且 仅 当 (vw,1,1) 与 (wv,2,d (wv) 在 
Plaosar) 上 沸 与 fa,| 中 顶 相 邻 时 , 取 vwES, 证 毕 . 
有 向 Hamilton 圈 问 题 ,代号 DHC: 
输入 :有 向 图 GLV ,EE). 
问 : GC(V ,EE) 中 是 否 存 在 有 辐 Hamilton 图 ? 
定理 5 DHCE NPC. 
证 DHC 显然 为 NP 问题 .下 证 DHPCDHC. 设 DHP 之 输 
入 为 G(V ,EE) 及 二 对 ;,t; 相 应 的 DHC 的 输入 六 万 取 为 加 
(WV ,上 E'), 其 中 
VvV = V(G)U1a!, 
E'=E(G)Utams,t™*al. 
显然 ,GUY 下) 中 有 Hamilton 轨 Py,:) 当 且 公 当 G 中 有 
Hamilton 圈 ,证 毕 ， 
无 向 图 中 的 Hamilton 轨 问 题 ,代号 HP: 
输入 ;无 向 图 G{V,E), 二 项 ss,:EV(G). 
问 :G 中 是 否 存 在 无 向 Hamilton 轨 Pts,z)? 
定理 6 HPE NPC. 
证 显然 有 HPE NP. 下 证 DHPS<HP. 
设 DHP 之 输入 了 为 有 向 图 G(V,FE), 二 顶 s.:€E VtG), 相 
应 的 HP 之 输入 F(D) 取 为 G (VE ) 及 (5s ,0),(t,2)EV,， 
(VV ,EE') 构 作 如 下 : 
y= u,v,1) ,vu,2) uvEVG). 
FE ={v,0—(v,1),(v,1)- (vu,2)| vvE VCOG)IU 
{aa,2) tu,0)le= ut EG)|., 
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显然 ,GLV,E) 中 有 有 向 Hamilton 二 Pts,1) 时 ,G 中 有 王 


回 Hamilton 软 Pi{(s,0),(:,2)), 


反之 ,着 P((s,0),(1,2)) 是 GV',E 中 的 Hamilton 轩 ， 


我 们 可 以 追踪 P(t{5,0),(r :2), 并 从 (s,0) 开 始 把 每 三 个 在 PP 
上 相 邻 的 项 小 组 1(za,0) (vw,1), (wv,2)] 合成 一 个 顶 , 从 而 得 
G4Y ,五 ) 中 的 一 条 有 人 向 Hamilton 二 P(ts,?), 证 些 ， 


无 站 Hamilton 网 问题 , 代 导 HC， 

输入 ;无 向 图 Gt{ WV,F). 

问 :G 中 是 否 存 在 Hamilton 圈 ? 

定理 7 HCE NPC. 

证 显然 HCE NP, 下 证 HPecHC' 

朗 G(V,E) 及 5s,1E V{G) 是 HP 之 输入 了 ,HC 的 相应 输 人 


天 站 为 图 G'(V ,EFE'): 


V = V(G}U ee 
F =E(G)Uias,at)l. 
显然 , HP“ 是 " 当 且 仅 当 HC* 是 ”证 毕 . 
货 郎 问题 ,代号 TS( Traveling salesman ): 
输 人 :无 向 图 G(V, 下 ) ,自然 数 开 ,Yec Te) 
问 :是 否 有 G 的 一 个 生成 回路 C, 合 得 C 之 总 长 不 大 于 9 
定理 8 TSE NPC. 
证 不 妨 设 i(e) 二 1, 不 然 可 把 边 剖 分 .显然 TSE NP 要 证 


HC2cTS. 设 HC 的 输入 了 为 G(V,E), 取 TS 相应 的 输入 fF( 了 了) 为 
GV,E),k=|V|, 于 是 1" 是 " 当 且 仅 当 ADD)" 是 ” ,证 毕 . 


3 色 问 题 ,代号 3C; 

输 人 :图 GUY, 下)， 

问 :XTGJ)<3 吗 ? 

定理 9 3CE NPC. 

证 显然 3CENP, 只 需 证 3SATec3C 

设 3SAT 之 输入 J 为 字 集 | zy rz， 了 | 及 句子 
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集 iC1,C2,…, Ca| ,相应 的 3C 之 输入 所 站 为 G(CY, 下 ) ,其 中 (图 
5.3) 


图 $.3 
VG}= |a,bIU ix, zlleiEnlU 
|w, SiS6,1EIEm|, 
E(G)= |abl Ulaxr;,axr;, rr;|l 人 intl 


UD OT UHI TH A SS 9 TO Sy » 


org wsnve web 1mIU 
| El E027 Es; | lim }, 
C= {é1;, €27, £3,1. 
没 0,1,2 是 我 们 使 用 的 三 种 颜色 . 若 [ 已 名句 饱和 ,我 们 约定 
当 字 名 ,= 了 本 时 , 顶 总 上 1 色 ,1 志 3; 当 区 = 下 时 ,项 久 上 0 


色 . 由 于 了 中 每 铝 乡 忽 和 ,有 所 以 没有 
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(ee &3;) = (0,0,0) 


的 现象 . 

我 们 把 5 着 以 0 色 ,a 着 以 2 色 , we, 着 以 1 色 ,j =1,2,…， 
m ,于 是 得 正常 上 色 . 反 之 , 关 fF(1) 已 用 3 种 颜色 正常 着 色 , 我 们 
称 a 上 的 颜色 为 2 号 色 ,b 上 的 颜色 为 0 号 色 , 于 是 可 得 “ 字 " 上 的 
颜色 是 和 色 或 1 色 , 且 6 不 是 0 色 , 用 反 证 法 容易 证 明 (&l ,esi， 
6 ) 天 (0,0,0). 这 时 ,我 们 规定 3SAT 的 赋值 法 为 

“他 ”为 1 色 时 ,此 字 值 为 工 ; 
“ 字 " 为 0 色 时 ,此 字 值 为 FF. 

则 (6 ,6&2 ,6&3 ) (二 1,2,…, 1m) 皆 饱和 ,证 毕 . 

最 小 顶 反馈 集 问题 ,代号 FVS{ Feeciback werter set ) ; 

输入: 有 向 图 G(V ,五 ) ,自然 数 卡 ， 

问 :是 否 和 存在 V' 忆 VV, 使 得 | V | 志 , 且 G -VV 中 无 有 向 痢 ? 

定理 10 FVSENPC. 

下 显然 FVSE NP, 只 需 证 明 VCecFVS. 若 了 为 VC 之 输 
和 :GCCV,E) 及 自然 数 下 ,相应 的 关门 作为 FVS 之 输入 取 为 有 向 
图 H(iV,F) 及 上 上 : 

F= a>pb,b*alabE FE(GY!, 

于 是 , VW 是 G 的 项 覆盖 当 且 仅 当 VW' 是 晶 的 反馈 集 ,证 毕 

最 小 边 反 馈 集 问题 ,代号 FES: 

办 人 :有 向 图 CUV, 忆 ) ,自然 数 到 

问 : 是 从 存 在 ECE ,jE'|<<k, 且 GG-~E’ 中 无 有 向 圈 ? 

定理 11 FESE NPC. 

证 FES 显然 属于 NP, 下 证 FVSocFES. 

议 1 十 FVS 之 输入 ,1 为 G(V,EE) 及 自然 数 六 ,相应 的 f(1) 
作为 FES 之 输入 取 为 有 向 图 日 (W,F} 及 上 ; 

Wo= v1 ,tv,2)| vvE VCG)!, 

F=i(v,D)*(v,2)|vE VG UYU 

{uD v1) uv EE(CG)!. 
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我 们 称 (w ,1)->(v,2) 型 边 为 * 内 边 ”, {4,2)(w,1) 型 边 为 
“外 边 ”; 每 个 与 (vw,1) 关 联 的 外 边 首 入 边 , 且 与 (v,1) 关 联 的 内 边 
只 1 条 , 它 是 出 边 ; 由 此 知 , 肴 在 一 个 边 反 馈 集 中 有 一 条 和 外边 (4， 
2) 王 (vw,1), 它 可 以 用 内 边 (wv,1) 一 (vw,2) 人 代替 ,所 以 我 们 可 以 假 
设 边 反馈 集中 的 边缘 为 内 边 . 在 售 中 ,与 这 些 内 边 相 对 应 的 顶 集 
VCV 是 G 的 顶 反 馈 集 ;反之 , 若 VW 是 G 的 顶 有 反馈 集 , 则 在 毛 
中 的 相应 内 按 们 组 成 五 的 一 个 边 反 馈 集 ,证 毕 . 

Steiner 树 问题 ,代号 ST: 

输入 :连通 图 GCV,EE), 边 权 i(e)>0, 目 然 数 ,XG 
V{G). 

问 :G 上 是 否 有 树 T(W,F) ,使 得 CWEV,FCOCE(G), 是 
te) 7 

这 个 问题 用 图 论语 言 来 讲 , 就 是 求 一 个 权 最 小 的 树 状 子 图 ,使 
此 树 之 顶 含 有 指定 的 项 子 集 , 实际 背景 是 挑选 连通 指定 的 几 个 城 
市 的 最 廉价 的 交通 (或 通讯 }) 网 . 

定理 12 STENPC. 

证 ST 显然 属于 NP. 下 证 3XCccST， 

没 3XC 的 输入 了 为 UU= aa 天 000mod3)， 
U 的 二 元 素 子 集 集团 C=151, 5S;,…,S,1; 相 应 的 了 (站 作 为 ST 


之 输入 ,我 们 取 图 G(V,E) 及 1(e)=1,k= 舍 i,X= 1vojUU， 


其 中 
VIG)= vl UCUU. 
FG)= ivoS lin Si |u, ES,;|. 

TC VoD, 一 eis Siu = fy. 

车 对 1 回答 “是 ”, 邑 存在 ] 守 1 和 1,2,…,n| ,使 得 外 S,= UU, 且 
对 了 中 之 7 关 j ,5S, 门 5,= 名, 我们 来 证 这 时 对 (站) 之 回答 也 是 
“是 ”. 事实 上 , 取 了 (本 ,下 ) 为 

W= |vot U1Ss;|iEJIUU, 
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F=ieliETIUIA iE WwE S|. 
显然 了 ( 镀 , 斑 ) 是 树 , 且 XC 环 GEV,FCRIG) ,又 因为 | 


= 也 ,于 是 leliEJII= 专 ,| 有 1iEJ,w€SiH|=4, 故 24(e) 
所 


= 霹 +t = 入 4 这 时 所 中 之 回答 是 "是 ” 

尽 之 ,看 乒 姑 是 "是 ,要 证 了 亦 是 “是 ”. 

设 T(W,F 忆 ) 是 f(D 的 一 个 Steiner 树 , 和 二 本 , 故 2 人 一 1 
2,… ) 是 了 上 的 顶 ;不 妨 设 每 个 已 省 叶 , 不 然 , 帮 CT{t) 1 
则 2 与 3 , S; 相 邻 , 删 去 边 广 , ,加 上 边 ei ,ee 之 一 ,仍然 得 到 
Steiner 树 , 且 总 权 不 变 , 令 本 中 的 J 为 

J=iilS,E WI(AO), 
则 此 树 上 的 S; 型 硕 是 上 的 一 个 三 元 精确 覆盖 ,证 毕 . 

定理 12 的 证 明 指 出 ,即使 是 i(e) 圭 1, ST 问题 仍然 属于 
NPC. 

最 大 断 集 问题 ,代号 MAXC( Mazrimum cut ): 

输入 :无 向 轿 G(V, 下 ) ,自然 数 羡 ， 

问 ;是 否 存在 贷 子 集 SCV(G), 使 得 |S,S)| 之 有? 

定理 13 MAXCE NPC. 

证 MAXC 显然 属于 NP, 下 证 3SATecMAXC 

设 了 是 3SAT 的 输入 ,IT 为 ; 字 集 工 与 句 集 C， 

于 zy 
首先 构 作 一 个 最 大 权 断 集 问题 ,代号 MAXWC: 

MAXWC 的 输入 :图 G CV ,EE ), YeEE', 权 wle), 自 然 数 
k. 

问 : 是 否 有 人 SCV ,使 得 了 8k'? 

下 证 3SATccMAXWC. 

取 乒 门 为 MAXWC 的 与 了 相应 的 输入 ,GG (V .FE me) 
与 才 如 下 : 
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k=(l0m+1l)n+6m. 
V (GC)= iv 0SiEm!l UL. 
E(tG)=1uvlu 玫 vv 且 了 7, 使 得 w,vE A;iU {ri | 1 
1 ， 
其 中 
A;,=|vol Ulv, I UC,i=1,2,.,m. 
wte) 取 为 


ao = DICNIG ,YEEL; 


w(EE) = > [CMTC Nietl,Sé ,Fe ELH 
EA 

wlrr) = 0m+1; 

wva)=1,Bi>08 utEA,. 

若 1" 是 ”, 设 + 是 丁 值 之 字 集 , 令 rCCS',L ~rCS ,于 是 
x ECS ,Ss ),iEl1,2,. ,nr1,C 们 对 权 的 总 贡献 是 (10m + 1) 
n. 把 vo 放 人 S' 中 .xm 个 句子 中 的 每 一 名 至 少 有 一 个 “ 字 顶 "在 
S' 中 {都 是 饱和 名 ,每 名 至 少 一 个 醋 字 在 rt 中 ,而 *CS .我 们 把 
ww 放 人 S' 或 5 ,使 及 中 的 顶 ”2 一 3 分 之 ”,A; 对 断 集 提供 6 条 边 ， 
由 权 之 定义 ,rm 个 团 (;) 共 对 (S',S') 提 供 权 数 6zm ,这 里， 

2 he) 一 下 ， 

即 六 天 的 回答 是 "是 ”， 

反之 , 若 六 六 的 回答 是 “是 ”, 即 存在 SCY ,使 得 

> wle) kk = (lOm + ln + 6m, 


etEtS ,Ss) 
则 每 条 边 xz (S'S'), 故 每 个 团 A, 必须 最 大 限度 地 再 提供 6 
{造成 42 ~3 分 顶 ). 这 时 我 们 称 wo 所 在 的 为 “ 假 问 ”, 为 一 六 为 
“ 真 端 ". 于 是 最 多 两 个 字 (C; 中 ) 在 假 端 ,至 少 一 个 字 在 真 端 .我们 
把 真 端 之 字 赋 值 工 , 假 端 之 字 赋 值 下, 则 工 回 管 " 是 . 
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下 面 拒 加权 同 题 化 为 无 权 断 集 问 题 ， 

在 GG 中 一 条 边 av 之 权 为 思 (wuv)= wle), 在 G 中 变 成 如 图 
5 .4 的 结构 ,如 此 得 到 图 G. 下面 证 明 避 中 有 太 小 至 少 为 尺 = 
21110z +1)n+10m]+ 久 的 断 集 ,当日 仅 当 GG 中 有 权 至 少 海 避 
的 断 集 . 

事实 上 , 若 G 中 权 为 的 断 集 为 (S',S'), 考 虑 G 中 的 断 集 
(S,S),SCS,S CI, uasbrw 中 , 若 u,v 在 人 的 断 集 (5S,S) 
的 同一 端 , 则 最 多 有 两 条 边 在 此 断 集中 ;着 z 与 v 分 届 于 (S,S') 
之 两 端 , 则 可 使 此 轨 对 断 集 供 献 3. 故 G 的 每 一 进 e 能 把 G 的 断 
集 (S,S) 的 权 提 高 2w(e),G 的 一 切 边 , 对 G 的 断 集 提高 
2 2 ee), H 


> we) = (lO0m + Ln + IO, 
rE 


图 5.4 
车 避 中 (S’,S ) 的 权 是 上 , 令 5S CS,S'CS, 可 债 
[I(S,S|=2[(10m +1)n+ Om]+’ =k, 

反之 ,车 的 汤 集 (S,S) 中 至 少 有 上 条 边 , 对 G 的 每 一 边 。 
= uv, 营 ,Vv 在 此 断 集 之 同一 端 ,e 对 此 断 集 至 多 提供 2w(e)， 
不 芒 设 恰 为 2xww(e) (不 然 改 变 S); 若 4 与 2 分 居于 此 断 集 之 两 
端 ,e 对 此 断 集 之 供 献 最 多 为 3w(e) ,不妨 认为 恰 为 3wwle) (不 然 
改变 一 下 3) , 故 
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(8S,5|=2 Dwle) + 2 wle) hk, 


- 站 
其 中 S -= S 们 YY ;因为 1(S,S| 衬 上 , 故 
2 wte) 守 k', 


ec(S SS 
于 是 GG 有 权 不 小 于 的 断 集 , 证 毕 . 
下 面 考 虑 的 问题 的 实际 背景 是 部 件 排列 最 优化 ， 
把 图 G(Y, 王 ) 的 顶 分 别 放 在 和 轴 的 1,2,…,|Y| 处 ,用 
plv} 表 示 wv 顶 的 坐标 ,日 使 GG 的 边 成 为 直线 段 , 则 G 的 边 长 之 
和 为 


L= >, | pla) — plwu) |]. 


ur EE 说) 

我 们 的 自 标 是 使 上 = min, 可 惜 这 个 问题 也 是 NPC 中 的 一 员 ! 

图 的 最 短线 状 排列 问题 ,代号 MINLA (Minimum linear ar- 
Tangementy : 

输入 : 单 图 G(V, 开 ) ,自然 数 下 

问 : 是 否 存 在 可 逆 瑞 射 

p: V1,2,.…,| VYV|!, 

使 得 


> 1 plu) ~ plv) IEE? 


uv Et 
与 MINLA 相应 的 ， 还 有 一 个 图 的 最 长 线 状 排列 问题 ,代号 
MANLA. 
MAXLA 输入 : 单 图 G{V ,EE), 自 然 数 上 &. 
间 ; 是 否 存 可 道上 映射 
pp: V11,2,",| VI!, 
使 得 
> 1 pln) - plv) (> 


NUE Ftctr) 


定理 14 MAXLAE NPC. 
证 ”只 六 证 MAXCcc MAXLA. 着 MAXC 之 输入 本 为 : 
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G (V ,已 ), 自 然 数 (| V|=), 相 应 的 MAXLA 之 输入 (了) 
取 为 单 图 CUV, 尼 ) 及 自然 数 此， 
三 V Ulri, wr, , r,), 
FE=E’, 
=k'n3, 
设 I" 是 ”, 即 C 中 存在 断 集 (S', 5'), 使 得 |(S’,S | 泣 上 ,我 
们 来 安排 G 之 顶 ,使 G 的 顶 在 {1,2,…,n+1,…,n+n3| 上 , 自 
边 长 之 总 长 衬衣. 
车 vzE5S’, 则 今 
lp({v)E| SS’|; 
大 wyES', 央 令 
S|+ani<p(v n+ n: 
才 vvE lr x 则 令 
[IS [<p(lv)ElS’|+n?. 
于 征 路 ” 个 狐 立 顶 的 边 长 之 条 数 是 |{S 二 | ,每 边 之 长 六 aa, 所 
名/ 
> , Plu) — plv) I>1(S',S) | rn hn 一 下 


uv Ertr 
Bf 让 回答 “是 ”. 

反之 , 硅 所 站 回答 “是 ”, 即 存在 对 V 的 安置 p;V->11,2,… 
?十 n | ,使 得 


Ds 1 b(n) ~ plo) lk 


uv EC 


我 们 来 建立 G 中 的 一 个 断 集 (5 ,5 ) ,使 得 1(0S 7 全 | 泣 且 
因 新 顶 丝 孤立 项, 则 G' 中 的 断 集 与 G 中 断 集 是 同一 的 . 令 
SS; = fv|vE V ,plo ,leiE|IV|= n+n, 
(S, ,5,) 是 断 集 . 
令 j; 满足 
|(S5;, S;)| = ax ,| (Si,5,)|. 
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再 整 G 顶 之 位 置 , 合 VV 中 的 顶 的 相对 位 置 ( 左 右 顺序 } 不 变 ,而 把 
zt 让 在 SiNNV 与 5S 门 VV 之 间 , 则 
2 |p lu)—-p (vy) | 2 | plu) ~ plv) | = kn’, 


其 中 p' 是 调整 后 的 “安置 "(映射 ). 在 户 的 安置 之 下 ,G 的 边 总 长 
可 以 分 成 两 部 分 : 

(1) 令 S =5; 间 Vi,(S’ ,5 ) 是 G' 之 断 集 ,而 孤立 顶 zi， 
,X23 揪 在 S 与 5 之 间 ,(S’,S') 中 边 之 长 增加 为 n3|(S’,S )F. 

(2) 把 zi, zx2,… ,ts 全 撮 下 去 ,把 S' 与 5 之 间 的 间隙 车 
紧 , 这 时 边 总 长 之 上 界 为 

(nr nm2) -24 +1 DD 


6 

于 是 

_ 2 

ni|(S’,S’)| + A hn, 
| 一 | 上 
1(S’,S’)| + ， 

即 

SS) 之 
回答“ 是” ,证 毕 . 


定理 1 MINLAE NPC. 
证 只 需 证 明 MAXLAcEMINLA. 
设 MAXLA 的 输入 为 I ,I 是 GCV,E) 和 自然 数 训 ,相应 的 
MINLA 之 输入 {了 0) 取 为 
2 __ 
k= ,=|V|), 


全 【YY ,五 为 
Wo=YV, 
FE =iuvluAvu,H nv EC(GCG). 
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注意 到 完全 图 K, 之 边 的 总 长 恰 为 2 一 a -1 二 是 可 得 知 了 与 


所 站) 间 时 间 管 “是 ;事实 FF,G 是 0 之 着 略 对 每 个 安生 p， 
Ds 1 plu)- Plv) 1+ 2 | ptua) — Plvw)| 


uu Ft) wrE EEO) 
_ ntn*—1) 
全 中 
故 
> ， | ptixw) — Plv) 1 之 开 ， 
PE EF 
当 且 仅 当 
> | 站 一 是) 
mut EFCr') 
证 毕 . 


对 于 一 种 商品 运输 中 的 最 大 流 问题 ,我 们 已 经 有 2 下 或 Dinic 
等 有 效 算法 ,但 对 于 多 种 商品 ,即使 是 两 种 商品 的 整数 流 问 题 ,也 
尚未 找到 有 效 算 法 , 它 是 NPC 的 一 员 ! 

令 顶 31 332 是 源 ， £11 £3 是 沪 { 坑 )， 边 容量 - en 构成 有 辐 
图 Gt V, 玉 ) 上 的 一 个 网 络 ,二 商品 流 是 指 如 下 的 两 个 流 函 数 i， 
f2: 

(C1) 对 每 个 边 eCEFE(G), fle)0, fr(e) 0, fle) 十 
Peacefe)i 

(C2) 对 每 个 i 马上 11,2,1, 利 每 个 VY VG)— {s,s2,t1, 
1 | 由 

之 / file) = 2 Fe) 
et Bio 
每 个 流 的 总 流量 为 (7 二 1 2j: 
F, = > file) 一 >) hle). 


cEatt) eE Br) 
我 们 设 f(e) 与 c(e) 皆 非 负 整数 ， 
二 商品 整流 问题 ,代号 D2CIF( The oo 一 Commodity integral 
fiow problem in directed networks ): 
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输入 :有 癌 二 源 二 汇 网 络 N , 非 负 整数 R,, R,( 需 求 ). 

问 :有 无 整 值 流 困 数 乒 ,( =1,2), 使 F 守 R,? 

当 cle) 三 1 时 ;D2CIF 称 为 简单 D2CIF. 

定理 16 简单 D2CIFE NPC. 

证 显然 ,简单 D2CIFE NP. 下 证 SATcc 简 单 D2CIF. 

设 SAT 之 输入 I 为 宇 集 

[= | 1s Ta | 
和 句子 集 
C={C, C2,, CO,}, 
简单 D2CIF 的 相应 输入 F(T 了) 取 为 ; 

Ri=1,R2= 关 ,二 源 二 汇 网 络 N ,其 中 NN 的 构造 为 ; 

在 户 十字, 在 句子 中 出 现 的 次 数 ,g, 是 zz; 在 铝 子 中 出 现 的 
次 数 , 则 对 每 个 x,; 我 们 构 作 如 图 $.5 所 示 的 结构 . 

把 图 5.5 的 结构 连 成 一 串 ,以 vi 为 尾 , 以 w+11 为 水 有 一 条 有 
癌 按 ;以 si 为 必 , 以 v, 为 头 有 一 条 有 向 边 ; 以 w* 为 尾 , 以 1 为 头 
有 一 有 向 边 ,以 s; 为 尾 ,以 vi 和 wi 为 涉 有 有 向 边 ,这 里 ; 是 奇数 ; 
,C23,…',C 是 另 一 些 顶 ,每 个 C, 为 尾 ,i = 1,2,…,m,t2 为 
头 , 有 一 条 有 向 边 ;车 x;(xi) 第 j 次 出 现时 , 则 以 wy,(w3,) 为 尾 ,以 
C, 为 汰 有 一 有 向 边 , 其 中 C, 基 z,(x;) 出 现 的 句子 . 


; i 
vw? 7 y 


一 : 一 一 i 
六 v3 Va va 
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由 (C2), 第 一 种 商品 必然 由 si 出 发 从 左 到 右 地 要 么 经 过 图 
5.5 的 上 轨 , 要 么 经 过 下 轩 流 入 ft1， 

设 上 是 ” ,我 们 取 赋 值 法 为 ; 仅 当 三 流 过 第 i 个 图 5.5 式 
的 结构 下 胃 时 ,zz, = 了 .于 是 对 SAT 的 输入 了, 回答“ 是” 

反之 , 兰 有 赋值 法 ,使 了 中 句 名 饱和 , 若 x; = 工时 ,我 们 令 第 
一 种 商品 流 过 图 5.5 的 于 轨 ,; 若 r; = 下 ,我 们 令 第 一 种 商品 流 过 
图 5.5 欧 上 轨 ; 令 & 是 Ci 中 的 “ 真 " 字 ,车 = ri, 则 图 5.5 的 上 雪 
不 通过 第 一 种 商品 ,而 使 用 它 从 ;, 到 C, 流 过 第 二 种 商品 的 一 个 
单位 ;车 £= xi, 用 下 雪 从 ss 到 G 流 过 第 二 种 商品 一 个 单位 ,于 
是 可 使 让 =1,F= mx,. 即 f(7) 亦 “是 ” ,证 毕 . 


习 题 


1. 称 MESEXXxYx 丈 是 分 段 调和 的 , 若 对 于 一 切 a ,5c rr， 
Ys [ab y), (a rc), (tw, b,c)} CM, (a,b,c EM. 
证 明 : 即 使 M 限定 为 分 段 调和 ,3DM 仍 属 于 NPC. 

2. 包 闭 问题 ,代号 SP{ Set packing): 

输 人 ;一 个 集合 集团 C, 正 整数 

上 加:C 中 是 否 存 在 & 个 两 两 不 相交 的 集合 ? 

证 明 ;SPE NPC. 

(例如;C 是 一 盒 一 盒 的 什锦 糖果 ,要 从 C 中 选取 盒 出 来 包 
装 在 一 个 大 箱子 里 ,使 箱子 中 任意 两 盒 糖 中 没有 相同 味道 的 糖果 ， 
这 种 要 求 能 否 实现 ?) 

3. 相遇 集 同 题 ,代号 HS(Hitting set) ， 

输入 ;集合 U 的 子 集 集团 C, 正 整数 &. 

问 ,是 否 存 在 子 集 U' 己 U ,使 得 | UU | 有 , 且 U' 与 C 中 每 个 
集合 交 非 空 ? 

试 证 :HSE NPC. 

(例如 :人 们 组 织 了 一 些 国 体 , 我 们 欲 采 访 每 个 团体 里 至 少 一 
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个 人 ,但 关于 时 间 ,被 采访 的 总 人 数 不 得 超过 大 名 , 问 是 否 可 能 ?) 
4. 背包 问题 ,代号 0- 1IKNAP(0 一 上 Knapsacky， 
输入 ; 正 整 数 dl A212n sD. 
问 : 是 否 存在 I 守 11,2,…, xn| ,使 得 


Xa, 一 b? 


r 它 [ 
试 证 :0- 1KNAPE NPC. 

(例如 ;一 个 背包 至 多 只 能 装 5 公斤 , 今 有 ai 公斤 ,az 公斤 ， 
和 en 公斤 件 东 西 , 问 能 否 从 中 挑选 几 件 ,使 得 总 重量 怡 为 5 公 
厅 ?) 

5. 划分 阿 题 ,代号 PART( Partition Problerm ) : 

输入 : 正 整 数 pi ,pa，…, 记 ,. 

问 :是 否 存在 J 守 11,2,…, zm1 ,使 得 

Dp, = Dp:. 
iEJ i 

试 正 :PARTE NPC. 

(例如 ;mm 个 盒子 中 密封 了 相同 的 球 ,不 许 拆 开 盒 子 ,能 告 把 
这 些 球 平分 ?) 

6. 试 证 :XCE NPC. 

7. 试 证 :3SCE NPC. 

8. 不 用 Cook 定理 证 明 INDecCLIQUE. 

9 . 证 明 ; 求 最 小 独立 集 但 它 也 是 顶 儿 盖 可 在 多 项 式 时 间 内 解 
次. 

10. 叙述 一 个 判定 问题 型 的 最 小 支配 集 问题 ,是 证 明 它 是 
NPC 的 ， 

11. 拒 雹 向 图 中 的 货 郎 问题 (回路 上 的 顶 可 以 通过 不 止 一 次 ) 
地 述 成 判定 问题 , 且 证 明 它 是 NPC 的 . 

12. 证 明 : 存 在 多 项 式 算法 求 出 一 个 回路 C ,其 长 满足 ZKC) 
:22( 丁 ), 其 中 AT 丁 ) 是 G 的 最 小 生成 树 丁 之 长 ; 且 若 每 边 长 皆 正 
数 , 则 这 种 回路 满足 1(C) > A(T). 

371 


13, 证 明 :对 每 个 上 之 3, 图 的 天 正常 着 色 问 题 ( 一 般 ) 是 NPC 
的 . 

14. 下 述 问 题 叫做 图 的 图 划分 问题 : 

输入 :图 GV,), 日 然 数 上 . 

问 : 能 否 把 V 划分 成 kx 个子 集训 ,Vi ,…, Vi ,使 得 GLV,] 基 
团 ? 

证 明 :此 问题 是 NPC 的 . 

13. 考虑 下 面 基 于 有 问 图 的 问题 : 

输入 ; 强 连通 有 问 图 G(V ,EE), 目 然 数 色 . 

问 :是 否 有 边 子 集 E' ,使 得 |E | 所 有 ? 且 G 《(V,E) 是 踢 连 
遂 的 ? 

证 明 : 该 问题 是 NPC 的 . 

16. 证 明了 下列 最 长 雪 回 题 是 NPC 的 : 

输入 :图 G(V,E), 二 顶点 ; ,i ,下 整数. 

问 :是 得 存在 从 * 到 * 长 度 不 少 于 的 轨 ? 

17. 证 明 : 对 于 2 分 图 ,无 向 Hamilton 胃 问 题 也 是 NPC 后. 

18. 证 明 : 即 使 ;,t 不 指定 ,无 向 Hamitton 轨 问 题 也 是 NPC 


19. 下 面 是 限制 次 数 的 生成 树 问 题 : 

输入 :图 人 GG(V,E) ,自然 数 衣 . 

问 :G 中 是 否 有 生成 树 , 对 每 个 顶 , dT{v) 扎 上? 

证 明 ; 即 丁 闫 2 是 固定 的 ,而 不 是 输入 的 一 部 分 ,该 问题 也 
是 NPC 的 . 

20. 考虑 直面 的 网 络 通讯 问题 : G{Y, 瑟 ) 是 一 个 图 , vo EE 
YIG) 称 为 中 心 ,每 项 vE V 一 1vo| 有 一 个 需求 >(o) 空 0, 每 边 e 
上 有 一 个 容量 cfe)>0 和 一 个 费用 有 (es20, 找 一 个 满足 下 列 保 
件 的 最 小 费用 生成 树 全 :车 UCe) 是 一 些 顶 之 集合 ,使 得 从 wo 经 & 
到 达 这 些 顶 , 则 之 (vo) cle); 树 的 费用 为 和 所 kle). 
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叙述 一 个 相应 的 判定 问题 , 且 证 明 它 是 NPC 的 . 

21. 有 问 Steiner 树 问题 . 

窒 人 :有 疝 图 G(V,E), 顶 子 集 外 ,一 硕 xrEX, 自 然 数 上 

问 :G 中 是 否 有 根 在 > 的 外 向 树 丁 ( 钱 ,下 ) ,使 得 XE 全民 
HIF|E&E? 

证 明 ; 此 问题 是 NPC 的 . 

22, 在 二 分 图 G( 久 ,YY ,下 ) 中 ,XX 集合 是 连通 的 ,Steiner 树 问 
题 仍 是 NPC 的 ， 

23. 下 列 问 题 称 为 最 少 揪 边 二 分 子 图 问题 , 忧 号 MINEDB 
(Minimum edge — deletion bipartite suberaph ): 

输入 :图 G{V, 玉 ) ,自然 数 天 ， 

问 :是 否 存 在 边 子 集 E 和 己 E, 使 得 GtV,E 一 EE’) 是 二 分 图 ， 
HIE' |&E? 

证 明 ;MINEDBE NPC. 

24. 下 列 问题 称 为 等 分 最 小 断 集 问题 ,代号 MINCESt{ Mini- 
mu CE intn egual — sized ): 

输入 :图 GCCV,E), 二 顶 y,z, 自 然 数 上 . 

问 :是 否 存在 Y 的 划分 5,5, 使 得 | S|=1S|,s€ES,i:E5, 且 

[iuvluESs,veESl|AE? 

证 明 :MINCESE NPC. 

25. 证 明 : 网 络 中 的 最 天 流 ,2F 算法 中 能 否 只 用 上 条 可 增 载 
轨 得 出 的 问题 是 NPC 的 ， 

26. 成 捆 整 流 问 题 ,代号 IFWB( Integral flow with bundles }. 

在 最 大 流 问 题 中 ,“ 捆 儿 ” 是 指 边 子 集 Bl1, Bi;,…, B, ,分 别 具 
有 捆 容 量 C1 , CC;,…， CC; 流 六 要 满足 对 每 个 捆 B.,1=1,2,.…k, 


fle) 过 Ci, 且 对 每 个 顶 vEV-1s,t], 流 人 与 流出 相等 , 问 是 


:EB 
否 作 在 满足 往 求 R 之 流 了 ? 
证 明 :JFWBENPC. 
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第 六 篇 ”数理 逻辑 


音乐 里 有 简谱 和 五 线 谱 等 人 工 符号 ,记录 音 前 的 节律 和 高 低 ， 
化 学 中 用 分 子 式 和 到 应 方程 等 人 工 符 号 记录 物质 的 分 子 结构 和 玉 
应 过 程 , 为 了 研究 形式 逻辑 中 的 推理 规律 ,数学 家 也 为 其 设计 了 一 
套 人 工 符 号 ,用 人 工 符 叶 来 书写 逻辑 法 则 ,使 形式 逻辑 数学 化 , 形 
成 先进 的 数理 逻辑 这 一 学 科 , 某 布 尼 兹 (Leibniz) 是 数理 逻辑 的 首 
席 创始 人 ,他 力主 思维 计算 化 ”事实 上 , 正 是 应 用 了 一 整套 数学 
符号 组 成 的 形式 系统 来 研究 于 辑 问题 , 才 使 得 逻辑 学 有 了 鞠 胎 换 
上 骨 的 进步 ,具备 了 表述 简洁 ,推理 严谨 、 易 于 分 析 等 优点 . 

为 数理 逻辑 做 出 过 莫 基 性 工作 的 数学 家 非常 之 多 ,例如 因 开 
创 布尔 代数 而 名 和 王 数学 中 的 布尔 (Boole) ,德国 著名 数学 家 弗 雷 格 
(Frege) ,意大利 数学 家 皮 亚 诺 (Peano) ,英国 哲学 家 罗素 (Russel) 
和 数学 家 怀特 黑 德 (Whitehead), 德国 数学 太 师 希 尔 伯 特 
(Hilbert) ,奥地利 数学 家 可 德尔 (Gadel) ,英国 数学 家 图 灵 (Tur- 
ing) 等 等 . 

数理 逻辑 是 计算 机 科学 的 基础 之 一 , 搞 出 最 短 胃 道 等 著名 算 
法 与 软件 的 荷兰 计算 机 科学 家 迪克 斯 特 拉 (Diikstra)j 坦 率 地 说 : 
“假如 我 早年 在 数理 侯 辑 上 下 点 工夫 ,就 不 会 出 那么 多 错误 ,不 少 
东西 数理 逻辑 上 早 就 说 过 了 ,如果 我 年 轻 20 岁 ,一 定 回去 学 数理 
逻辑 ." 有 人 预言 ,二 十 一 世纪 ,数理 逻辑 与 计算 机 的 关系 和 二 十 世 
纪 微 积分 与 物理 学 的 关系 一 样 祝 于 成 就 ， 
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6.1 命题 远 却 


6.1.1 命题 及 其 真 假 

判断 请 名 ,不 论 其 判定 正确 与 否 , 即 为 命题 ;在 数理 逻辑 当中 ， 
用 大 号 字母 表 示 一 个 命题 

例如 下 面 语 句 尼 命题 

C2+2=4. 

Di:2+24. 

玉 :2002 年 ,人 类 到 达 火 星 . 

如 末 一 个 命题 是 真 的 , 则 用 工 或 1 来 表示 ,否则 用 下 或 0 来 
表示 ,我们 只 讨论 其 真 假 必 居 其 一 的 那些 命题 . 

例如 A= 全 =1,B=F=0,C= T=1,D= F=0,EE Hf, 
1i ,但 目前 尚 无 力 给 出 答案 . 

仁 自 然 语言 中 的 感到 句 、 疑 问 句 和 祈 使 句 不 是 命题 . 

当然 判定 真 假 需要 有 相应 的 标准 ,例如 

A:l+1=2,B:1+1=0,C:1+1=1, 
在 不 同 的 标准 之 下 都 是 真 的 . 

6.1.2 联结 词 与 命题 公式 

数理 逻辑 当中 ,常用 的 于 个 联结 词 定义 如 下 、 

定义 1 (1)7 表示 和 否定, 若 P 是 一 个 命题 , 则 1] 表示 这 样 一 
个 俞 题 , 它 满足 P=1 当 且 仅 当 P=0,7 PP 读 作 “ 非 P”;(2) A 表 
不 “ 写 《“ 和 ”,“ 合 取 ”), 若 P 与 Q 是 两 个 命题 , 则 PA Q 表示 这 
样 一 个 命题 ,PA Q=1 当 生 仅 当 P=1 而 和 且 Q=1;PAQ 读 作 PP 
写 Q(P 和 Q);(3)V 表 示 * 或 "( 析 取 ), 若 也 与 口 是 两 个 命题 , 则 
PY Q 表示 这 样 一 个 命题 ,PY Q=1 当 且 仅 当 PP 与 Q 至 少 一 个 
为 真 ,PY Q 读 作 P 忆 或 Q.(4) 一 表示 “ 则 ”, 若 了 与 Q 是 两 个 命题 ， 
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则 已 ~@ 表示 这 样 一 个 命题 ,P 一 QQ=0 当 上 且 仅 当 P=1 而 Q=0， 
P 一 QQ 斌 作 若 P 则 QQ@;(5) 司 表示 双 条 件 { 互 为 条 件 ), 若 PP 与 QQ 是 
两 个 命题 ,Po Q 表示 这 样 一 个 命题 ,PQ=1 当 且 仅 当 P=QQ 
=] 或 忆 =Q@=0, 读 作 号 当 且 仅 当 QQ. 口 

以 上 五 个 联结 词 可 以 理解 成 逻辑 运算 ,其 中 7 是 一 元 运算 ,其 
余 缘 为 二 元 运算 ,联结 词 是 运算 符号 ， 

定义 2 以 ; 真 , 假 ! 为 变 域 的 变 元 称 为 命题 变 元 ,命题 变 元 用 
大 写 子 母 表 示 ; 当 一 个 命题 已 确定 了 真 或 假 时 , 称 为 命题 常量 , 命 
题 公 式 定义 为 ; (1) 一 个 命题 变 元 是 命题 公式 ;{2)P 是 公式 , 则 盖 
P 也 十 公式 ;(3)P 与 Q@ 者 是 公式 , 则 PAQ,PYQ,P*Q,P* 
QQ 都 是 公式 , 除 (1)(2)(3) 外 ,再 无 别 的 命题 公式 . 口 

日 然 语言 中 的 一 些 语句 ,可 以 用 命题 公式 来 表达 . 

例如 ， 计 鼻 明 天 开 运 动 会 ,如 果 明 天 下 雨 ,明天 照常 上 课 ? 可 
译 成 逻辑 公式 : 

Pr QI AR), 

其 中 

定义 3 设 P=fA(Pi,P2,…, 了 PP,) 是 以 命题 变 元 Pi, Ps,…， 
P, 组 成 的 公式 ,| 真 , 假 ; x | 真 , 假 | x… x |! 真 , 假 | 是 此 公式 的 定 
义 域 ,对 于 (了 | ,PP;,…, 品 , ) 的 每 个 可 能 的 确定 , 称 为 对 P= f(Pi， 
PP 三) 的 占 值 , 震 对 任何 赋值 ,P 三 真 , 则 称 此 会 式 为 永 真 公 
式 ( 又 称 重 言 式 ); 若 对 任何 赋值 ,P 二 假 , 则 称 此 公式 为 永 假 公式 
(又 称 矛 盾 式 ) ;如果 存 在 一 个 确定 的 向 量 (Pi,P;,…,P,), 使 得 PP 
= 真 , 则 称 P= FPi, PP 一 ,了 ) 是 可 满足 公式 .| 

由 定义 知 ,两 个 永 真 公式 的 VY ,A ,一 , 富 仍 得 永 真 公式 . 

6.1.3 真 值 表 

为 了 对 命题 进行 运算 ,必须 把 它 量 化 处 理 , 量 化 处 理 的 一 个 有 
力 工具 就 是 真 值 表 ( 即 函数 表 ) , 它 是 由 联结 词 的 定义 制 成 的 . 
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(1) 7 的 其 值 家 


(2) 不 的 真 值 表 


人 A 相当 于 乘法 . 
(3) VY 的 真 值 表 


VY 相当 于 加 法 ,不 过 1+1=1, 蚌 逻辑 和 和 . 


(4) 一 的 真 值 表 
P Q | P>Q 
1 1 1 
1 0 0 
0 1 1 
0 0 1 


这 个 真 值 表 是 按 “ 一 ”的 定义 艇 出 的 ; 它 的 含义 是 只 禁止 从 正 
确 的 前 提 得 出 错误 的 结论 ;而 当前 提 已 假 , 则 结论 是 真是 假 都 是 可 
以 的 ;当然 ,前 提 真 ,结论 也 真 自然 是 允许 的 ( 即 第 一 行 ); 禁 站 时 ， 
PQ@ = 二 0; 人 允许 时 , P-*QQ@=1. 
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在 数理 逻辑 当中 ,PQ 的 前 提 与 结论 未 惟有 因果 关系 ,这 里 
只 是 形式 地 讨论 . 
(5) 性 的 真 值 表 


此 表 是 表 (4} 的 推论 ,P 一 日 与 Q->P 了 P 篆 真 (= 时 ,PQ = 
1, 从 (4}) 可 得 (5). 
对 于 命题 公式, 可 以 由 以 上 五 张 基 本 的 真 值 表 构 作 出 (此 命题 


公式 的 ) 真 值 表 . 
例如 
PQR | PQ! RVP | RVQ TRY 一 人 RRY | A 
1 1 1 l l 1 L 
l 1 0 1 [ 1 i 1 
1 0 1 0 i l 1 1 
1 0 0 0 1 心 1 
0 1 1 1 1 1 1 i 
0 1 0 1 0 l 1 1 
0 0 1 1 1 1 1 i 
0 0 0 1 J U 1 | 
其 中 A 是 命题 公式 


(P>Q)—((RV PRY AQ)), 
此 公式 中 会 三 个 命题 变 元 P,Q@,R ,其 赋值 法 有 如 =8 种 , 真 值 表 
中 已 穷 举 这 8 种 赋值 和 A 的 对 应 值 ,A 夺 1, 所 以 命题 A 是 永 真 公 
式 . 
用 真 值 表 世 可 证 明永 假 公 式 . 
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例如 


P Q| P>Q jpAaa)l (pvQJA(PAC OQ) 
1 1 1 们 0 
lt 耻 l 0 
0 1 i 0 0 
0 站 1 0 0 


可见 (CP 一 及 ) A (PA 外 )) 是 永 假 公式 . 

这 种 真 值 表 法 证 明 公式 是 否 永 真 或 永 假 , 直观 易 懂 ,但 命题 变 
元 有 ?个 时 ,要 抄写 2* 行 数据 ,可 见 这 种 方法 并 不 是 好 算法 ,应 
当 寻 找 更 好 的 方法 . 

6.1.4 等 价 公 式 、 代 换 定理 与 对 偶 定 理 

定义 4 振 局 ,Pz,…,P, 是 出 现 于 公式 A 与 B 中 的 所 有 命 
题 变 元 ,对 于 Pi,P;,…,P, 的 任何 赋值 ,4 与 B 的 真 ( 假 ) 值 丝 一 
致 , 则 称 命 题 公式 A 与 B 等 价 , 记 成 A=B. 口 

全 得 一 提 的 是 ,两 个 命题 公式 等 价 , 它 们 的 命题 变 元 未 必 一 
致 ,甚至 可 以 完全 不 一 致 ,例如 PY P})= QV 0Q). 

太 =B 是 一 种 等 价 关 系 , 即 它 有 自 反 性 (A = AA), 对 称 性 ( 即 
六 =B, 则 B= A) 和 传递 性 ( 即 有 AA=B,B=C, 则 A=C}), 其 中 及 
与 B 是 两 个 命题 公式 . 

定理 1 A 与 B 是 两 个 命题 公式 ,A =B8 的 充 要 条 件 是 A**B 
是 永 真 公式 . 

证 仪 久 =B, 即 对 A、B 中 的 命题 变 元 的 任意 指 深 (峰值 }， 
太 与 B 有 相同 的 真 ( 假 ) 值 ,由 A<*B 的 真 值 表 , A 与 B 同 真 或 同 
假 时 ,A=B=1, 所 以 AB 是 永 真 公 式 ; 反 之 亦 可 成 立 , 证 毕 . 

用 真 值 表 可 以 得 出 以 下 命题 等 价 公式 ; 

(1) 变换 律 

PYQ=QYP,PAQ=QAP,PoERQ= QoOP. 
(2) ”结合 律 
(PYOQOIVR=PY{OQOVR), 
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‘PAQ)AR=PA(QAR), 
(Pt 办) 人 及 = Poe(QoR). 
(3) 分 配 律 
PA(QYVR)=(PAQ)V(PAR), 
PV(QAR)=(PYV QALPY ER), 
P>(Q™>R)=(P™Q)— PR). 
(4) 吸收 律 
PY(PAQ)=P, 
PA(PYQ)=P, 
P+(P—Q)= PQ. 
(5) 双 否 定律 
TP=P, 
(6) 德 ' 摩 根 律 
《PAST PVA 
(PVYQ)=7 PAT Q. 
(7) ”和 三 等 律 
PAP=P,PYVP=P. 
(8) 补 律 
PA P=F,PYT P=T. 
(9) 0 一 1 律 
FAP=F,1 YP=1. 
‘10，〉 条 件 律 
PY>Q=1 PYVeQ, 
PmQ=(P>YQONA(Q>P)=" PYQIAON QVP). 
数理 逻辑 的 一 个 几乎 不 证 自明 的 但 十 分 重要 的 所 请 代 换 定理 
如 下 : 
定理 2 条 AA,XX,Y 是 二 个 命题 公式 , 铸 =Y 了 ,而 多 是 A 的 一 
部 分 ( 子 公 式 ), 则 在 A 中 用 了 代替 X 之 后 得 到 的 公式 B 满足 A 
= 了 
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定义 5 车 公式 和 中 只 有 ,A,VY 三 个 联结 讲 , 把 A 与 V 互 
换 , 工 与 忆 互 换 , 得 到 另 一 个 公式 4 , 则 称 A 与 4A“ 是 对 侦 公 式 . 
[| 

定理 3 设 妇 与 A 是 对 性 公式 ,P,Ps,…,P, 是 出 现 于 及 
与 4 ”中 的 命题 变 元 , 则 

1AC(Pi,P;,,P)= A PT Po 了) 

证 由 德 ' 摩 根 律 与 代 换 定理 得 

3 AC(Pi, P23, P)= A PP) 了)， 
证 毕 
由 于 对 侦 是 相互 的 ,所 以 也 有 公式 
站 由” (PP 一 PP] 了 了) 
容易 证 明 下 面 的 定理 : 

定理 4 设 A' 是 A 的 对 侦 ,B* 是 B 的 对 偶 , 且 A=B, 则 
A=B". 

定理 3 与 定理 4 称 为 对 偶 定 理 . 

为 了 书写 方便 ,有 了 时 起 用 下 面 四 个 联结 词 ; 关 (或 只), ,4， 
> , 炬 闵 如 下 : 

P 关 QQ( 成 写成 PBQ)=71 {P= Q)， 

关 { 或 加) 的 运算 是 mod2 的 意义 下 的 加 法 (1 +1=0). 
PtQ=71 (PAQ), 
PyQ=7 (PYQ), 
PPQ=7 (P™>Q). 

在 命题 公式 中 按 ( ,7 ,A, 丰 , 旨 , ,一 ,全 ,三 , 关 的 顺序 
进行 运算 . 

6.1.5 范式 

我 们 看 到 ,由 条 件 律 ,一 可 以 化 成 ”与 Ye 可 以 化 成 1 ,与 
让 ;可 见 一 个 公式 中 的 联接 词 可 以 化 成 只 含 3 ,入 ,VY 三 个 中 的 一 
些 联 接 词 , 再 用 德 ' 摩 根 律 , 可 以 化 成 如 下 两 种 形式 : 
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(1 ) 人 Ai，,A 是 出 命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 用 V 联 接 的 析 
取 公 起 . 
(i ) YA:,4, 是 由 命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 用 人 联接 的 合 
取 公 式 . 
称 形 如 ( j) 的 公式 为 合 取 范式 ,( i ) 为 析 取 范式 . 
例如 求 公式 A = (PA(Q 习 R))>S 的 范式 ; 
由 条 忻 律 
A={PAN QVR ->S=T (PA QV ER)YS, 
由 德 : 摩 根 律 
A=1PVTIOM QVR)YVS 
= PY QA RIVS 
= PVY(QAT RIYVS, 
-| PV (QAT RyVYS 是 析 取 范式 ,由 7 P,Q@A7T RR 与 S$ 三 个 本 
到 项 析 取 而 成 . 
A=7 PY(QAMT RYVS. 
由 交换 律 与 结合 律 得 
A=0" PVYS)V(QAT R). 
由 分 配 律 得 
A=(T PYSYVOQOAON PYSYT R). 
此 式 邑 A 的 合 取 范式 ,7 PY SVQ 与 1 PVYVSVY7 FR 是 它 的 两 
个 合 取 项 ， 
范式 未 必 是 唯一 的 ,例如 
PY (QAR) 是 析 取 范式 ,但 
PY(QAR)=(PY QIACPYVR) 
={PAP)V (PAR}YV (QAP)Y (QAR) 
也 是 一 个 本 取 范 式 ,为 了 得 到 唯一 的 标准 式 , 定 浆 主 范式 ， 
定 久 6 设 P,P,…,P, 是 nn 个 不 同 的 命题 变 元 ,A;E 1P;， 
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1 Pl , 则 V A, 称 为 关于 了 ,P2，…P, 的 极 大 项 , 人 A; 称 为 关于 
Pi ,PP 了 的 极 小 项 ;车 一 个 析 取 范式 的 每 个 析 取 项 缘 为 极 小 
项 , 则 称 之 为 主 析 取 范式 ,车 一 -个 合 取 范式 的 每 个 合 取 项 缘 极 大 
项 , 则 称 之 为 主 合 取 范 式 . 加 
例如 (PATQAT RYO PAT QAR)V (PAQAR) 
是 由 忆 , 旭 ,RR 三 个 命题 变 元 组 成 的 主 析 取 范式 ,而 (PY QVY 
1 RA(T PYT QV R)A(PYQYER) 是 主 合 取 范 式 . 
例 1 求 (DPR)A(Q=P) 的 主 范式 . 
解 令 A= 品 PR})ACQCP), 则 
A=(" PYR)A(Q>P)A(P=>Q) 
由 条 件 律 得 
A=(PYV RIA(PYT QIAO PY OQ). 
为 了 在 三 个 谷 取 项 中 加 入 男 一 命题 变 元 ,可 以 通过 1 BAB=0 来 
漆 加 所 责 变 元 B: 
A=(PYVYRY(NI QRAQRDACPYNI QRYOm RARDYA(H PY 
QV RAR)) 
一 (有 YY RIA(PYVTI QVR)IA(PYT QV RAT 
VQOVT RIA(T PYAQYVR). (1) 
至 此 得 到 五 个 极 太 项 的 主 合 取 范 式 . 
显然 ,每 个 极 太 项 存在 唯一 的 使 其 为 假 的 真 值 赋值 法 ,每 个 极 
小 项 存在 唯一 的 使 其 为 真 的 真 值 赋值 法 .使 4 为 假 的 赋值 是 使 
(1) 中 每 个 极 大 项 为 假 对 应 的 赋值 ,对 于 3 个 命题 变 元 ,其 极 大 项 
共 半 =8 个 ,从 而 使 4 为 真 的 赋值 法 ,即使 ” A 为 很 的 赋值 法 是 
来 售 的 男 三 个 极 大 项 相应 的 赋值 法 ,于 是 
六 (PVRVD RAN PYT QV RIAO PY QV R), 
A=177 A="((PYVYAVYT RA PYHI QVYR}AOH PY 
1 QV R)), 
由 德 -摩根 律 ， 
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A=(T PAT QARYVIPAQAN R)V {PAQAR),(2) 
(2) 即 主 析 取 范式 . 

n 个 命题 变 元 和 的 公 式 A 化 成 主 析 取 范 式 和 主 合 取 范 式 ,两 者 
含 的 极 小 项 与 极 大 项 的 项 数 之 和 是 27 个 ,两 者 有 互补 性 ;A 永 真 
当 且 仅 当 A 的 主 析 取 范 式 中 会 2* 个 极 小 项 , 当 自 仪 当 A 的 主 合 
取 范 式 中 不 含 任何 极 大 项 ;A 永 假 当 且 人 饮 当 上 A 的 主 析 取 苑 式 中 不 
含 任何 极 小 项 ,当日 仅 当 A 的 主 合 取 范式 中 售 2* 个 极 大 项 . 

A 是 非 永 真 的 可 满足 公式 当 且 仅 当 A 的 主 析 ( 合 ) 取 范式 中 
出 现 的 极 小 (大) 项 的 数 日 在 区 从 (0,27”) 内 ,其 中 ;是 命题 变 元 之 
个 数 . 非 永 息 公 式 的 主 析 取 范式 是 存在 唯一 的 , 非 永 真 公式 的 主 合 
取 范 式 是 存在 唯一 的 ， 


6.2 命题 远 辑 中 的 推理 


6.2,1 歼 含 关系 
定义 1 设 有 与 B 是 两 个 命题 公式 , 当 A 一 B 为 永 真 时 , 称 
六 总 舍 昌 , 记 成 A 入 B. 品 
由 定义, 行 六 地 B, 则 A=1 时 ,B=1; 从 而 着 四 =3B, 有 日 罗 水 
真 , 则 5B 永 真 , 旦 有 以 下 简单 性 质 ， 
(1) 和 传递 性 :A 二 B,B=>C, 则 A=>C. 
(2) 车 A 二 B,A 二 >C, 则 A 一 (BAC), 
(3) 基站 CC,B 坟 C, 则 (AYB)}=>C. 
由 真 值 表 广 法 ,可 以 得 出 以 下 草 含 定律 ， 
(1) 化 篇 律 :P AQ 二 P. 
(2) 增 广 律 :P=PY 六. 
(3) ”否定 前 件 律 :0D P 二 >P 一 Q@， 
(4) 肯定 后 件 竺 :QQ 二 PQ， 
(5) ” 合 取 律 ;P,Q=PAQ. 
(6) 选 言 推理 :7 P,PY QQ 地 量 . 
390 


(7) 很 言 推理 ;P,P->Q=Q. 

(8) 否定 式 根 言 推理 :m 入,P 一 中 = 卫 . 

(9) ”和 撤 言 三 段 论 ;P 一 QQ ,QR 二 PR. 

以 上 的 写法 中 A,B 坟 C 即 A A B=>C. 

6.2,2 真 值 表 推 理 法 

欲 证 有 A 过 BB, 只 大 证 A 一 B 水 真 , A 一 B 是 否 水 真 ,可 以 从 真 
值 表 上 看 出 . : : 

例如 :求证 已 AP 一 QQ 

P Q| P=Q IPA(P>Q) (PACP->Q)) 一 Q 
1 1 1 
0 0 0 1 
1 
0 


1 0 1 
1 0 | 1 | 

从 真 值 表 上 看 到 (PA (PQ)) 一 Q 是 永 真 式 , 所 以 PAtP 
一念) 一 驴 , 证 毕 . 

从 表 上 看 到 ,前 提 已 AP 一 驴 ) 中 的 两 项 王 与 PQ 在 表 上 
丝 为 1 时 ,后 件 Q@ 件 也 是 1; 对 一 而 言 ,前 件 为 9 时 ,后 件 必 为 1， 
所 以 只 要 看 到 前 提 为 1 的 那 一 行 中 ,后 件 瘀 1, 则 推理 成 立 , 画 真 
值 表 时 ,可 以 符 略 一 些 . 

例 1 下 面 推理 是 否 成 立 : 

有 证 据 表 明 犯 罪 嫌 疑 人 当中 ,主犯 是 赵 某 或 钱 革 ,又 已 查 明 ， 
赵 某 是 从 犯 ,所 以 主犯 是 钱 某 . 

解 ” 设 命题 PP 与 Q@ 如 下 . 

已 :主犯 是 赵 ; 息 :主犯 是 钱 . 

于 是 问题 即 问 推理 
(PY RQ) A PQ 
是 浊 成 立 ? 列 真 值 表 如 下 : 


一 忆 一 一 


第 三 行为 0,1,1,1, 所 以 推理 成 立 . 

推理 A 入 及 ;太一 太 六 ,二 B 可 以 写 成 

Aj, A A,B, 

其 中 Ai,A2,… ,A 忆 B 箔 命题 

6.2.3 直接 推理 法 

引用 等 价 定律 .蕴含 定律 和 正确 推理 规则 ,进行 推理 的 直接 推 
理 法 比 真 值 表 推 理 简洁 . 

例 2 求证 Q=>P 一 QQ. 

证 令 A=Q 卫 (PQ@), 只 欠 证 4A= 工 .由 条 件 律 ， 

A=7 QV(P>Q)=1 QV PY Re), 


A={tT QVYVQIYVT P=TV P=, 


常用 的 推理 规 旭 有 三 个 : 

(1) 了 P 规 由 :前 提交 时 尾 意 调用 . 

(2) 工 规则 :前 方 推导 出 来 的 公式 ,在 后 面 的 证 明 中 可 以 使 用 ， 

(3) CP 规则 :着 AjAAjyA AAAQ>R,NN AlA A, 
A 人 A 之 Q 一 上 R; 反 之 , 若 A1AAsyA,…A 人 A 二 QR, 则 A 
AAA ,AA,AQ=>R. 

例 3 证 明 7 Q 字 (PQ)>1 PP. 

证 ”由 CP 规则 ,县 克 证 

7 和 AP 一 总 ) 一 了 天 
由 否定 式 彼 言 推 理 律 条 ”入 AP 一 已 ) 一 1 了 成 立 , 证 毕 ， 
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6.2,4 间接 推理 法 
问 接 推理 法 即 反 证 法 . 
例 4 求证 P- Q,QV7 R,RAT1 S=>71 PP. 
证 者 17P 为 真 , 则 由 假 言 推理 律 得 
P,P QQ. 
由 选 言 推理 律 ,得 
TQ,QYVT R=1R. 
由 化 简 律 得 
RA S=R, 
由 RRA7 R=F, 巴 秆 , 故 2 7 P=P 为 假 ,1 P 为 真 ,证 毕 . 


如题 一 


1. 用 真 值 表 判 定 下 列 公 式 是 不 是 永 真 公式 , 永 假 公 式 和 可 满 
是 公式 ? 

(1} (P27R)>(UQ™3RIY(PY QR)). 

(2) {P71 P)—=71 PP. 

(3) (PQ)>((P+ Q)>P). 

(4) (PQ>R)>{(P>Q)™ (PR)). 

(5) {PAQACP>R)N(Q YR)=R. 

(6) 7 PAT (P—>O). 

(7) 《已 一 加) 一 (人 (P 一 ] RQ) PP) 

2. 证 明 ， 

(1) 了 AQ 由 R)=(PAQ) 中 IPAR)， 

(2) 《PP 一 人 和) AP 一 R)= 王 一 和 天. 

(3) PD]1=7 PP. 

(4) PY (PAQ)=P. 

(5} PBQ=71 (PoOQ). 

(6) (PQ)IV(R>Q)=PAR2AQ. 
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(7) PY(Q=P)=71 PP>(P 一 OO) 

(8) (P-Q)A(R 一 QQ)=PVR->O. 

| 1(PoQ)= Pe OQ. 

3. 北大 ,清华 、 科大 和 复 上 四 个 大 学 的 入 于 区 进行 比 守 赛 
前 ,三 在 球迷 竞猜 如 下 ; 

观众 甲 :“ 科 大 第 一 ,清华 第 二 ”. 

观众 乙 : 科大 第 二 ,复旦 第 三 ” 

观 放 两 :北大 第 二 , 复 马 第 四 ” 

年 果 每 人 都 猜 对 了 一 半 ,没有 并 列 名 次 ,实际 名 次 怎样 排列 ? 

4. 证 明 下 列 等 式 , 旦 用 对 但 定理 得 出 新 等 式 ; 

UPYnaQIVnOPVGQI)= 卫 ， 

(2) (PY QIACPY QIA(H PY 和 JJ = {0 PYOQ). 

(3) QV (OH PYQ}AP)=1. 

53. 甲乙、 丙 、 丁 四 人 参加 考试 ,有 人 间 谁 成 绩 最 好 , 甲 说 .“ 不 
是 我 ”. 乙 说 :“ 是 丁 ". 丙 说 :“ 是 乙 ". 丁 说 ; “不 是 我 ” .四 人 的 三 答 只 
有 一 个 人 说 得 对 , 问 谁 成 绩 最 好 ? 

6. 下 列 公式 ,哪些 是 析 取 范式 ? 哪些 是 合 取 范式 ? 

PPV OQ,IPYQ)IAR,PAT R,PVY7 P,((PY OQ)A 
1 QVR, 

7 .直到 公式 中 ,哪些 是 关于 P,Q,R 的 主 术 取 范 式 ? 哪些 是 
关于 也, 旬 ,R 的 主 合 取 范 式 ? 

PVQVR,PAT QAR,(PYQYVT RIA (PYQYVY7T R), 
PV(QAR),(PYT PY QACPY OQYVR). 

8. 汐 一 个 既 为 主 合 取 范式 又 是 主 析 取 范式 的 公式 . 

9. 利用 主 范式 证 明 : 

(1) (P™Q)—PAQ= PpP>P)A (RP). 

(2) (PQIA(P>R)= PQAR. 

10. 求证 ， 

(ATR)RQYR R=>n PP 
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11, 用 反 证 法 证 明 : 
下 一 站 Q,RYS,S™»1 Q,P>Q=>1P. 


6.3 谓词 到 辑 


6.3.1 命题 的 谓词 表达 形式 

一 些 复杂 的 逻辑 推理 问题 ,只 靠 命题 逻辑 不 能 解决 ,例如 僻 所 

所 有 的 人 者 是 要 死 的 , 苏 格 拉 底 是 人 ,所 以 苏 格 拉 底 是 要 死 
的 . 

亚 里 二 多 德 的 老师 伯 拉 图 是 占 希 腊 ( 公 元 前 400 年 左右 ?权威 
学 者 苏 格 拉 底 的 学 牛 ,上述 冒 犯 师爷 的 论证 应 该 说 是 成 立 的 ,但 用 
命题 逻辑 来 论证 时 ,例如 令 

已 : 苏 格 拉 底 是 人 ， 

欲 证 PAQ 过 RR, 即 PAQ>R 永 真 ,是 不 可 能 完成 的 ,事实 上 ,P 
人 QR 不 是 水 真 式 .可见 必 须 对 命题 逻辑 进行 扩充 ,为 此 引 和 人 
谓词 肥 辑 . 

耕 令 * 表示 苏 格 拉 底 ,P 表示 “是 人 " ;约定 :“ 苏 格拉 底 是 人 ” 
这 个 命题 写成 P(s) .一般 地 ,“xz 是 人 ” 则 写成 函数 形式 P(r),z 
CX,X 是 一 个 集合 ,于 是 对 于 每 个 确定 的 ro 全 久 ,P(lxo) 是 一 个 
命题 ,例如 P( 狗 )=0,P(s)=1. 

这 种 命题 汐 数 ,也 有 老 元 的 ,例如 Ptzr,y) 表 未 zx 之 y 这 种 命 
题 函 数 ,(z,y)ER ,例如 P(1,2)=0,P(2,1)=1. 

上 面 中 (zy) 中 ,Pt 表示 "是 人 是 一 个 判定 的 谓词 ( 语 ), 称 
P(zr) 中 的 忆 为 谓词 ,P(z) 中 的 卫 称 为 一 元 谓词 ,P(z,y) 中 的 
P 称 为 二 元 谓词 ,一 般 地 ,PICzrizra,…，z) 中 的 三 称 为 元 (7 

395 


之 蕊 谓词 ,zi X,，X; 是 给 定 集合 ,X; 称 为 个 体 z, 的 个 体 域 . 

由 谓词 和 变 元 组 成 的 命题 函数 Ptx,x2,… ,zx ) 的 值 域 为 
10,1| 一 1 很, 真 1 ;位 当 (wj ;czy ) 联 定之 后 , P(X Ta,……*， 
x) 才 是 命题 . 

关于 命题 函数 PUzizra ,7 ) 的 逮 辑 {推理 的 ) 内 容 称 闵 谢 
辐 逮 辑 . 

在 谓词 迎 辑 中 ,仍然 用 ,VY ,A ,一 ,二 等 联结 词 把 一 些 命题 
消 数 复合 成 复合 命题 靖 数 ， 

例如 , 若 P(x,y) 表 示 之 交 y, 当 yz 人 扬 R 时 ,P(xz,y) A 
Ply,z) 一 P(x,z) 是 一 个 水 真 式 ， 

若 人 (rr,vy) 表 示 工 是 y 的 父亲 , 当 yyyzE 全 人 类 ,出 
Q(z yAQUy, 2) 一 Q(z,z) 是 水 假 式 . 

若 D(xr,y) 表 示 点 xz 与 点 y 的 距离 为 1, 当 zz,y,zE€ER 时 ， 
Dizr,y)jADiy,z) 一 D(x,z) 不 是 水 真 的 也 不 是 永 假 的 ,而 是 可 
满足 的 , 即 对 某 些 2,y,z,D(r,y)jAD(y,z)j 一 D(z,z)=1, 对 
基 些 rwizy Dr,y) ADiy,2}>D{ir,2)}=0. 

可 知 复 侣 命题 晤 数 的 值 域 为 1 ,1 

在 ”元 命题 范 数 P(riyzz…z) 中 ,的 但 化 范围 , 即 个 位 
域 为 X ;各 种 命题 国 数 的 个 往 域 并 成 的 集合 称 为 全 总 论 域 ,下 面 
把 “* 元 命题 函数 "与 “2 元 谓词 混为一谈. 

6.3.2 重启 

定 光 1 若 命题 函数 P(r,x2，…,z,) 中 ,zx; 的 个 体 域 为 X;， 
符号 Yr ,表示 “X%; 中 的 每 个 元 素 ”( 表 示 “ 任 意 取 和 定 ” 的 所 有 x; 之 
意 ),Y x 称 为 全 称 量词 ;符号 3 r, 表示 “XX, 中 存在 一 个 x,， ,3 7x; 
称 为 存在 量词 . 

Y _rPfr) 表 未 “对 所 有 的 z 委 天, 性 质 P(x) 成 立 ” ,其 中 关中 
的 个 体 域 , 称 Pt.r} 是 Yz 的 辖区 ; 9 xP(z) 表 示 存在 +E XX， 
使 得 性 质 Ptx}) 成 立 ” , 称 P(x) 为 x 的 辖区 . 册 ] 

YzrPfz) 与 3xrpPftec), 当 属于 全 总 论 域 时 ,是 命题 而 不 人骨 
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是 命题 请 数 了 . 

为 了 对 一 个 命题 进行 准确 刻 划 ,要 运用 量词 ,而且 ,必要 时 要 
引 人 所 谓 “ 特 性 谓词 ” 

例如 为 了 符号 地 表达 “所 有 人 都 要 死 的 "这 一 合 题 A, 则 可 设 
计 两 个 谓词; 

再 (zj):z 是 要 死 的 . 

NTz)T 是 人 . 
于 是 命题 A 可 表 成 

是 人 (全 请 ， 

其 中 “xz 是 人 ”M(xz) 就 是 视 具 体内 容 而 设 定 的 特性 请 词 . 

再 如 "昨夜 降 大 雪 ,今日 有 些 人 会 跌 跤 "这 一 命题 召 , 令 

S :昨夜 降 大 当 ， 

AT(zr):T 是 人 ， 

Frz):zr 跌 跤 ， 
则 BB 可 表 成 S-> 3x(M(tzr) A F(zx)). 

又 如 命题 C:“ 第 一 管 桃子 都 是 好 的 ,但 第 二 管 桃子 中 有 烂 
的 ”. 我 们 把 桃子 的 侄 域 视 为 全 球 一 切 桃子 ,这 就 是 用 了 全 总 论 域 
太 . 

P(xz):zx 是 第 一 公 的 桃子 ,x 人 义 ，; 

Q(z) :zx 是 第 二 位 的 桃子 ,x XX; 
旦 引入 特性 谓词 ; 

G(x) :x 是 好 桃 ,x 久 ; 

B(z):X 是 迷 桃 ,了 EX 
于 是 C= YrxtPlrj>GrD A IrQr) A B(xr)). 

6.3.3 谓词 公式 及 其 变 元 

定义 2 若 P(zi,zz，……zn) 是 无 量词 与 联结 词 的 命题 函数 ， 
则 称 Ptziyza zao) 为 基本 谓词 公式 或 原子 公式 ,其 中 xi 属于 
全 总 论 域 , 所 谓 谓词 公式 ,是 指 ， 

(1) 一 个 原子 公式 是 谓词 公式 . 
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(2) 永 真 公式 了 与 永 假 公 式 下 是 谓词 公式 . 

(3) 若 卫 是 谓词 公式 , 则 -.P 是 谓词 公式 . 

(4) 者 PP 与 Q 是 谓词 公式 , 则 PAQ,PYVQ,P 一 Q,P** 人 QQ 
是 谓词 公式 . 

($5) 了 是 博 词 公式 ,rr 是 变 元 ,EX,X 是 全 总 论 域 , 则 
YY rtP), x{P) 是 谓词 公式 . 

(6) 际 以 上 五 种 规则 经 有 有 限 步 生 成 的 谓词 公 式 ,无 其 它 谓词 
公式 .[] 

质 言 之 ,请 词 公式 斌 是 由 原子 命题 .联结 词 、 晤 词 和 括号 组 成 
的 字符 串 . 

袁 亲 公式 中 ,以 个 AAA,V 的 顺序 执行 之 . 

命题 公式 是 谓词 公式 的 特例 ,一 般 而 言 ,谓词 公式 是 一 个 命题 
明 数 ,不 是 一 个 命题 ,只 有 其 中 的 每 个 变 元 zx, 和 尼 指 定 后 , 才 成 为 一 
个 命题 . 

定 巡 3 在 Yzr 与 了 z 的 辖区 内 的 变 元 称 为 约 东 变 元 ,谓词 
公式 中 的 非 约 束 变 元 称 为 自由 变 元 . 山 

例如 谓词 公式 ;YT(P{z,y) 一 Q(z) 中, 工 是 约 东 变 元 ,而 
y 是 自由 变 元 ,而 Yr(Ptr)> 了 jyQ(zr,y)) 中 的 变 元 ,x ,y 篆 约 
束 变 元 . 

更 种 规则 1 约束 杰 元 是 “是 变 元 , 即 约 束 变 元 可 以 更 名 ,把 
它 的 名 字 改 写成 其 对 应 的 量词 的 辖区 内 末 出 现 的 任何 符号 ,辖区 
外 的 不 改 . 

例如 A= 虽 zx(P(z)7Q(z,y)) 人 RIT,y), 由 更 名 规则 1， 

A= VYz(Plz) Q(z y) AR(T,Y). 


六 天 下 z( 了 2 一 人 zy) 六 RRIry) (改名 不 全 ), 

天 Wz(P(z Qtzy yi 只 Rzy) (出 界 改 名 )， 

六 A yAPliyjQ(y,y))NANR(r,y) ( 重 和 名 改名 ). 

更 名 规则 2 上 只 由 亚 死 可 以 更 省, 即 把 某 一 身 外 变 元 的 符号 
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用 任意 的 与 其 它 变 元 不 同 的 符号 代 换 . 

例如 4= 3z(P(y)AQ(z,y)),y 是 目 由 变 元 ,运用 更 名 

规则 2 得 
A= JrtPlz} A QUr, 2)). 

但 
AFIx(P(r)AQ(z,z)) ( 重 名 )， 
A 天 了 zfPfz)AGQIzy)) (代入 不 全 ). 

含有 自由 变 元 的 谓词 公式 一 般 不 是 命题 公式 ,不 含 目 由 变 元 
的 谓词 公式 是 命题 公式 ， 

个 体 域 为 有 限 集合 时 ,量词 可 以 消去 ; 

设 > 后 买 = zi , 则 

YrA(r}=A(rDAA(r) A A AULT), 

jxrA(r}=ACrOYV AAC(ro) VV (CT 

6.3.4 谓词 远 辑 中 的 等 价 售 题 和 代入 规则 

定义 4 把 谓词 公式 中 所 有 变 元 分 别 赋 以 确定 的 常 值 之 后 ， 
公式 得 到 一 个 确定 的 值 ,这 样 的 一 组 变 元 利 值 叫做 会 式 的 一 个 晤 
值 (指派 ) 

一 个 谓词 公式 对 一 切 可 能 的 赋值 公职 真 (1) 值 , 则 称 此 谓词 全 
式 为 永 真 公式 ; 若 对 一 切 可 能 的 赋值 ,此 谓词 公式 缘 取 假 (0) 值 , 则 
称 其 为 永 假 公 式 ,存在 使 之 为 真 的 赋值 的 谓词 公式 称 为 可 满足 谓 
闽 公 式 , 口 ] 

定义 5 若 有 A 与 B 是 两 个 谓词 公式 , 旦 对 所 有 的 共同 赋值 ,AA 
与 B 的 真 假 值 一 致 , 则 称 A 与 B 等 和 价 , 记 成 A= B.D 

定 尺 6 大 及 与 B 是 两 个 谓词 公式 , 且 A 一 B 是 水 真 的 谓词 
公式 , 则 称 A 蕴 念 BB, 亿 成 A 地 B.D 

代入 规则 :4 是 含 子 公式 Al 的 谓词 公式 ,着 Bi = Al, 用 Bi 
代替 A 中 的 Al 后 得 到 谓词 公式 A', 则 A=A.. 

由 于 命题 公式 是 谓词 公式 的 特例 ,利用 代 人 规则 ,命题 逻辑 中 
的 等 价 定 律 和 蕴含 定律 在 谓词 催 辑 中 仍 成 江 ， 
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例如 命题 逻辑 中 的 交换 律 为 PYQ= QVYP, 令 PP 用 Y xP 
(Xx),@ 用 Y zxQ(z) 代 入 , 则 成 立 
YrPlr)V YrAQtr}= YQtr)YV VY xrPir). 
除了 把 命题 逻辑 中 的 关于 "= "与 “一 "的 定律 移 到 谓词 逻辑 中 
来 ,谓词 逻 和 中 还 滞 加 了 一 些 新 定律 ,这些 新 定律 都 与 量词 有 天， 
U) 量词 转化 律 
1 (YrPtr))= 4zr(1 P(x)). 
1(dzxP(lr))= Yr Px)). 
drtPirsA(r) = YY rr dj raQ(r). 
(2) 量 同 分 配 律 
YPIr)IAQ(rD) = YY rl NN YrQ( ry. 
AxztPeir} VV Q(z))= dxrPlr)Y 4 xQ (Ur). 
(3) 连 区 扩充 律 
Ya(rJVEB=VYzaAfr)VYEB) 
YrAlrAMB=Y rtA(r) NB). 
jrA(r)—B= Y(tA(r)*B). 
BY zrA(r)= Y(tB>A(r)). 
jrzA(trjV B= 1x(A(r) YB). 
dxA(tr)AB= jrtiA(r) A B). 
YrAlr=B= jr(A(zr)—B). 
B— jxA(r}= drtB*A(r)). 
(4) 量词 交换 律 
YAyv Ptr,y)= YY yy rP(r,y). 
dx dPlr,y}= dydrP(lr,y). 
(5) 量词 组 合 律 
¥Y rzP(lx}=> P(r). 
Plr) 3 xrP(r). 
¥ rrP(lr)= 4 xP(x). 
时 了 PIT) YQtr)> YY (PIX)Y Q(r)). 
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ztPtz)AQtz) 全 3zptz)A3zelz) 
Y ztP(r)>Q( r= YrP(r) YrQ (xz). 
YrPlr)>Rtr))= I rr}r I Q(z). 
vr(PlrIPQ(r)) YY rrPlroeY xQ(r). 
Jx¥YyPlr, yyY yjIrP(lr, y). 
dy¥Y xPlr,y)> YY ryP(r, y). 
YrxvyPlr, yy) JyY zrP(r, y). 
Vy¥xPlr,y)= dry ayP(r,y). 
¥y rdyPtr,y)= jr jyP(lr, y). 
¥Y yj xP(lr,y) jrH yP(r, y). 
dxrPlr) Yr) YY riP(r) > AQ(r)). 
例 1 设 变 元 xz EE lial,az,…,an|, 求 证 :TT (YYxP(x)) = 
了 zt P(x)),T (3xP(r))= Yr Plzr)). 
证 ”由 于 
YrPlr}= Pla)d A Plas) A A Pla,), 
jd xP(lx)= Plal} VY Plas} VY Pt{a,), 
所 以 
myYzPzrJ)=TOPOa APla,} A A Pla,)), 
1 (IrPtr))=71 (Pla) VY Plas) VY Pla,)), 
由 德 : 摩 根 律 得 
J (VPr))=71 Pa) V1 Pla Vy V1 Pla,) 
= dz{ P(x)), 
+ (dzPtr))=7 Plal} AT Pla A AT Pt{a,) 
= Yr Pr)), 
证 毕 . 
例 2 屋 工 Galaz ye 求证， 
YPIrIAQ(r)) = YY xP(lr} A YrQ(r), 
rtPir) VY Qtr))= I xP(lr}YV YrQt tr). 
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证 VYzxztPlix}AQtrD=(Pla) AtaliACPCaz)A 
Qa A APla,) AQ(a,)) 
{Pla) APlas} A APloaD A(QR(aD AQla) A A 
Qan )) 
一 PE NY rRQUr). 
3rtPlr)Y QUr)) 
={(Pla) VV QOaD) VY (Pa) VY Ra) Ve VY (Pla,) Vv 
Qt{a,)) 
=(Ptla) VYV Pla VV PAA) V (QOD VY Qua) VY VY 
已 La 
= 了 xzPtzjiy yzekzr)， 
证 毕 . 
例 3 求证 : x(P(z 卫 Q(zD= YrxP(z)™ rzQ(r). 
证 ”由 条 件 律 得 
3x(Plr) 全 人 (= 了 站 Plz)YV QUT)) 
= IJrt 下) 4 reQr) 
= (YrP(r))Y drQ(r) 
= VY xPtr)> drQ(r), 
证 毕 ， 
例 4 求证 :VzPtz) 一 和 = jxtP(lr)=Q),rE lal,as, 
| 
证 由 Eilai,d2" arnl; 则 
¥Y rzPlr) R= Pa APlard) A APla, > 
由 条件 律 得 
YrP(lr)=QR=71 (Pla) APla) A AP(la,) YQ, 
由 德 : 摩 根 律 得 
YrzPlrj>0 ={ Plal}y Tl Pla Ve VT Pla))y RQ 
= Pla)V QIV Plas)Yy QVY YI 
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(avV Q) 
= 4x Pl}YQ) 
= Ir Ptr Q), 
证 毕 . 
俏 词 逻辑 中 也 讲究 范式 ,以 便 把 谓词 公式 化 成 基 种 标准 形式 ， 
最 第 用 的 是 前 束 范式 . 
如 末 把 所 有 量词 宜 以 非 谷 定形 式 放 于 式 半 之 首 , 且 其 辖区 是 
整个 公式 ,这 种 形式 称 为 前 束 范 式 . 
例如 
Jx vyv edaull Pir zc)V 1 Ply, rz)V Q(tr,y,%,u)) 
就 是 一 个 前 束 范式 . 
例 5 把 xPCZ)V 9 yRCy) 一 YY xQ(z) 化 成 前 束 范 式 的 形 
式 . 
解 ”由 条 件 律 
¥Y PIC dyR{iy) ry rxQUr) 
= (YrPlr)V dyROyNI NY YrQ(r), 
由 德 : 摩 根 律 得 
(YP(lr)V SR 有 VYWTGAZI) 
= (YrPrDAT (dyROVDY YY raQtr) 
由 量词 转化 律 及 更 名 规则 得 
jz PET AY y(t ROVOOY YrQ(r) 
= Jr PLOA YY RTV VY zQ(z) 
一 了 zyyyxzPri)An ROyY)Y Q(z)), 
至 此 得 出 前 上 束 范 式 ， 


6.4 谓词 还 加 中 的 推理 
车 含 定 律 


(1) 脱 幅 与 戴 幅 规则 
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VY zpPlxr)> P(e), 其 中 cEX,X 是 P(x) 的 个 体 域 . 
Ple)=> 3 zrPt(r). 
例 1 求证 :所 有 的 人 都 是 要 死 的 ， 苏 格 拉 底 是 人 ,所 以 苏 格 
拉 底 是 要 死 的 .” 
证 令 s 表示 苏 格 拉 底 ,DD(x) 表 示 x 是 要 死 的 ff(z) 表 示 
Zz 是 人 ,于 是 和 欲 证 
YM Dr A MG SD s). {%) 
由 脱 帽 规则 得 
YrtM(r>D(r)=M() >D(s), 
于 是 
VIMrI D(A AM GI Ms) D(A Ms), 
由 条 件 律 及 分 配 律 得 
VzAMr)— Dr A MS Mis}V DCs) A Ms) 


D(A Ms), 
由 化 简 律 得 
Dis) A M(s}—>D(s), 
即 ( * ) 成 立 ,证 毕 ， 
(2) 不 安全 脱 帽 与 不 安全 戴 帆 规则 
了 rzP(r)=>Pfc)， {2.1) 
Ptic)—=> YY rP(zr), (2.2) 


其 中 c 是 菜 个 个 体 ;但 在 {2.1) 中 ,ec 要 选择 恰当 才能 成 立 , 不 是 任 
意 选 的 < ,(2. 1) 租 成 立 ( 不 安全 ,不 保险 ); 在 (2. 2) 中 , 仅 当 = 可 任 
选 时 才能 使 (2.2) 成 立 ， 
例 2 求证 : 
VIPITITAQ(T)), Yr(Q(r) RCVYr(P(r)— 
R(xz)). 
证 由 脱 帆 规则 
YP Q())=>P() (ec) YcEX,X 是 z 的 个 
体 域 . 
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LA 
由 假 言 三 段 论 得 , Plc) 一 Re), 此 处 由 于 < 是 任 取 的 下 中 的 一 元 
内 ,由 不 安全 戴 幅 规则 (此 处 不 安全 戴 帽 已 是 安全 的 ) 得 
YPlr)rR(r)), 
证 毕 . 
例 3 求证 :VYzPtzrJYWretzr) 一 YzrPIzrlVQCz))， 
证 由 量词 理 含 律 得 
YrxPlr)=P(r), yatzj 一 局 (zj)， 
由 增 广 律 得 
Plrx)>PLr}V QT), RQ (TIPLr)Y Q(z), 
于 是 由 传递 性 得 
YrPirP(r) VY CCzh， 
VY rmir) P(r)V Q(T). 
从 而 
YPlr}V YY raA(r)P(r) YY IC) 
由 不 安全 戴 帽 规则 (此 处 安全 ) 得 
P(A}V QU Yr(P(T RICED))， 
万 YrzP(r) VY TQ) YP(OrYY Q(T)) ,证 毕 , 
例 4 求证 : 3x(P{zxYAQ(r))-> 3rP(lr}A jxrQtr). 
证 ”由 不 安全 脱 帆 规则 ,存在 yE XXX 是 个 体 变 域 ) ,使 得 
drtPirIAQr)D)P yAQy)SQ yy), 


同时 
了 zftPtz)ARGCri) 一 PCy)， 
由 安全 戴 帽 规则 得 
drtP(TIAQ( = 4 rP(r), 
dx P(X)AQ(r)D)= I rNQ (rz). 
所 以 
了 zfPzARGri> 了 了 zPzr)A 了 dzQCz)， 
证 毕 . 
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例 $ 求证 :YrxCA(ryVBlzr)> YrA(r}y jrB(lr). 
证 ”用 反 证 法 . 
假设 ”TVYxafr)yV 34xB(r}}=T， 
由 德 : 摩 极 律 得 
T= (YrxA(ri) AT{ IrB(r)), 
"(YrA(r))= T= (jrB(zr)), 
由 量词 转化 律 得 
(YrACrD)= 4x ACrT)) = Yr Blr)}= TT, 
由 脱 帆 规则 得 
7 B(z)= 本 ,存在 YEX,1 A(y)= TT， 
- BlyAT Aty}=T. 


由 德 摩 模 律 得 
4 (A(yYIYV By)= T,A(y}VYB(y)=F, (¥) 
由 已 知 YXx(ACtx)Y B(x)) = 了 ,出 脱 帽 规 则 得 
A(y}Y B(y}=T, (x¥¥) 


(¥) 写 (x* xy》 相 违 ,所 以 
11(¥rA(x)Y jxB(r))T, 
即 
YrAtr}y JrB(x}=T, 
证 毕 


习题 二 


1. 下 列 谓词 公式 中 ,哪些 是 自由 变 元 ”哪些 是 约束 变 元 ? 

(1) VAtP(rIAQtD > VY rr A AQ rr). 

C2) WYxCPAriA drxQUrIV (UY zP(r) Ar ). 

2. 设 工 的 个 体 域 是 |aj,a2,a3,441 ,消去 下 刚 谓 词 公式 中 的 
量词 : 

(1) YAR(Ur)A YY ro(r). 
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(2) 3xrP(lxr} A 4xQtr). 
(3) Vxr(Plr)>Atr)). 
(4) Vx Piz)YV YrPlr). 
3. 对 约束 变 元 改名 : 
(1} Yrxjdy(tPlr zy Sr, y). 
(2) VYxlPir) RV AQ{(rN A drR(tr)-r JS(r,2). 
4. 求证 : 
(1} VYxPlz}V Q=Y7(P(r)Y 站 
(2) 了 xzPc) AQ= Fr(P(r)A AQ). 
(3) VzPlr)V Q= Yr(P(lr) VY A). 
{4} Q> YPlr}j= Yr(Q > P(r)). 
(5) 可 AP Q(zr)). 
(6) VarPlrjoeQ(r)) YY rlrio GT 
5. 把 YYzPfzi 一 3 了 xzxaQgz) 化 成 前 束 范 陈 ， 
6, 证 明 : 
(1) TdrPirAQOta) drP(lrj> 1 Qa). 
(2) VOTEPUTY QT VY rt Q(z) Pa). 
(3) YrlPirTQUrD, Y(tQRr> R(TP(r) 
R(x). 
{4} YrePlriV QC ,Yr P(x) 3 xrQ (rr). 
7. 判断 下 列 会 式 哪些 是 永 真 式 ? 哪些 是 永 假 式 ?哪些 是 可 
满足 式 ? 
(1) drPlrx}V 了 rz 一 了 xxRPEV QUT)). 
(2) 了 PAY 了 YIPTTAGGrD 
(3) 本 PT 人- 1) 
(4) VzxzPir ri YrY vy Plr,y). 
(53) (VYxPlr7Y YA YrP(r >AQ(r)). 
(6) {drPtlrj> yr) > rtP(r)* (rr)). 
(7) YriPlrI>Q(rD=>( dP(lr) 4 rR (rr)). 
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8 . 断定 下 列 等 价 式 是 否 成 立 ? 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 


YrAPlrnoeR(r))= YrP(r)oY zzQ(r). 
YP RD = YY rir) YY Q(z). 
¥ Plxr) = P(x). 

YY ry Pr)= YY .xP(lr). 

YrtPlr}oe YAYy))= YY rtrIo YY yy). 
由 工人 PPOzy yyy) = FrP(lr)e YY yQ (yy). 


(43) 每 个 自然 数 不 是 奇数 就 是 偶数 ;自然 数 是 偶数 , 当 且 仪 当 
七 能 袖 2 整除 ;不 是 所 有 的 自然 数 剖 能 被 2 整除 ;因此 ,有 的 自然 


数 是 奇效 . 


(2) 一 个 人 怕 困 难 , 他 就 不 能 成 功 ;每 个 人 或 者 获得 成 功 或 者 
失败 过 ,有些 人 管 经 失败 过 ,所 以 有 些 人 不 伯 困 难 . 
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